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1.1

1. Definiciones y propiedades iniciales

En esta parte inicial del texto, nuestro objeto de estudio son los espacios métricos, primera es-
tructura que analizaremos en profundidad, la que se define a partir de un conjunto y una funcién
(métrica o distancia) que satisface algunas propiedades. En un conjunto dado, el poder contar con una
métrica nos proveerd la nocién de distancia entre dos elementos del conjunto, la que puede por cierto
cambiar si se utiliza una métrica diferente. Al tener a disposicién una métrica, podremos introducir los
primeros conceptos topolégicos (e.g., conjuntos abiertos y cerrados, interior, adherencia, continuidad
de funciones, convergencia de sucesiones, etc.), de manera muy similar a como se hace en el conjunto
de los nimeros reales. De hecho, hay muchas analogias con ese conjunto que se pueden hacer en el
contexto de espacios métricos. También estudiaremos las nociones de completitud y compacidad de
espacios métricos, para analizar a continuacién diferentes propiedades de funciones definidas en estos
espacios.

Espacios métricos: definiciones y ejemplos
Comencemos entonces definiendo la estructura de espacio métrico.
Definicion 1.1.1 Dado un conjunto X # @ y una funcién d : X x X — R, se dice que (X,d) es un
espacio métrico si:
(a) d(x,y) >0 paratodox, y € X;
(b d(x,y) =0 & x=y;
(c) d(x,y) =d(y,x) para todo x, y € X (simetria);
(d) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) paratodo x, y, z € X (desigualdad triangular).

Una funcion d : X x X — R que satisface las anteriores propiedades, se denomina métrica o
distancia sobre el conjunto o espacio X.
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A continuacién exponemos algunos ejemplos de espacios métricos, propiedad que se deja como
ejercicio demostrar en algunos de los casos.

Ejercicio 1.1 Considere un conjunto X # @ y la funcién d : X x X — R, definida por

1 six
d(x’y):{ 0 sixii.

Pruebe que (X,d) es un espacio métrico.

Ejercicio 1.2 Para X =R" y p > 1, considere la funcién d,, : X x X — R definida por

n 1/p
dp(x,y) = <Z |xj—y]'|p) ;

Jj=1

donde para x, y € R" estamos escribiendo x = (x1,...,x,) € y = (y1,...,ys). Demuestre que (R",d),)
es un espacio métrico. Para ello, ver el Apéndice 1.A al final de este capitulo, donde se prueban
diferentes desigualdades que serdn de utilidad.

m Ejemplo 1.1.1 Para X = R" consideremos la funcién d.. : X x X — R definida por

dew(x,y) = jn}éx Ix;j—yijl.

=1,...,

Probemos que (R",d..) es un espacio métrico. De hecho, directamente observamos que para todo
x, y € R”", se tiene d(x,y) € Ry. Por otro lado, si d.(x,y) = 0, entonces |x; —y;| = 0 para todo
j=1,...,n, porlo tanto, x; = y; para todo j concluyendo x = y.

También directamente se tendrd dw(x,y) = dw(y,x) para todo x, y € R”, pues |x; —y;| = [y; — x;|.
Finalmente, como en R es vélida la desigualdad triangular

la+Db| <|a|+|b| Va,beR,

se tendra entonces
bej = yil < e —zjl + 1z =yl < deo(x,2) +deo(z,¥),

de donde se deduce (tomando el maximo al lado izquierdo)

doo(x,y) < doo(X,2) + doo(2,y) Vx,y zeR",

probando asi que (R",d..) es un espacio métrico. n

= Ejemplo 1.1.2 Para un conjunto A # 0 consideremos el espacio
X =BAR)={f:A—R|3IL;>0 talque [f(x)|<L; VxecA},

que es el conjunto de las funciones acotadas definidas sobre A a valores en R. Definiendo la funcién
d: X xX — Rpor

d(f,g) =sup|f(x) —g)|  f.geX,

xX€EA
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demostremos que la funcién d esté bien definida y que (X,d) es un espacio métrico.

La funcién d estara bien definida pues para f,g € X se tienen las siguientes inclusiones

{If(x) —g)| = xeA} S [0, 1f(x) +1g(x)]] € [0,Ls + L],

XEA

es decir, el conjunto {|f(x) — g(x)| : x € A} es acotado y, por lo tanto, su supremo estd en R (mds
especificamente en R ).

Sid(f,g) =0, entonces f(x) = g(x) paratodox € A, es decir, f =g.Como |f(x)—g(x)| = |g(x)— f(x)]|
para todo x € A, se deduce

d(f,g)=d(g.f) Vf, g€ePBAR).

Dado que
[f(x) —g(0)| < [f(x) = h(x)| + [h(x) — g(X)[ < d(f,h) +d(h,g)
paratodo f, h, g € X, ytodo x € A, concluimos

d(f,g) <d(f,h)+d(h,g) Vf, h geX,

con lo que se termina de probar que (X,d) es un espacio métrico.

Ejercicio 1.3 Considere el siguiente conjunto
X :=%(0,1)) ={f:[0,1] — R | f es continua }

(conjunto de las funciones continuas definidas sobre [0, 1] a valores en R) y la funcién d : X x X —
R dada por

d(f,g) = sup |f(x)—g(x)|= méx [f(x)—g(x)|  paraf,geX.
xe[0,1] x€[0,1]

Pruebe que la funcién d esté bien definida en X y que (X,d) es un espacio métrico.

Ejercicio 1.4 Considere el siguiente conjunto

X = 62(R> = {{xk}keN g R

N
2 _ 14 2
Zxkl\lilir:o];)xk<+°°}

k>0

(conjunto de las sucesiones en R que son cuadrado sumables) y la funcién d : X x X — R definida
por

12
d ({xkbken, {yitken) = <Z (xk _)’k)2> para {x; }xen, {Vk}ken € X.

k>0

Pruebe que la funcién d esté bien definida en X y que (X,d) es un espacio métrico.
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Un ejemplo muy importante de espacio métrico, son los espacios vectoriales normados, objeto de
estudio de la Parte II de este texto, estructura que definimos a continuacién. Primero recordemos la
definicién de un espacio vectorial sobre un cuerpo K, que a lo largo del texto serd principalmente R.

Definicion 1.1.2 Un conjunto E, dotado de dos operaciones + : E X E — E (suma) y - : Kx E —»
E (multiplicacion por escalar), se dice que es un espacio vectorial, si:

(a) La operacion suma es conmutativa, asociativa, existe un unico neutro en E (denotado por Og
o simplemente 0) y para todo elemento x en E, existe un tinico inverso para esta operacion
(denotado por —x);

(b) La operacién multiplicacién por un escalar es asociativa y distribuye con respecto a la
operacién suma, es decir

Alx+y)=Ax+Ay VAeK\Vux yeE.

Definicién 1.1.3 En un espacio vectorial E sobre un cuerpo K (R o C), una funcién ||- || : E — R
se dice que es una norma sobre E, si:

(a) ||x|| > 0 para todo x € E;

®) |x|=0 & x=0;

(c) ||Ax]|=]|A]||x|| paratodo A € Ky x € E;

(d) ||x+y| < x|+ |ly]| para todo x, y € E (desigualdad triangular).

Si la funcion || - || : E — R es una norma, diremos que (E, || - ||) es un espacio vectorial normado.

Proposicion 1.1.3 Dado un espacio vectorial normado (E, || - ||), si se define la funcién d : E X E —
R por
dxy)=llx=yl  x y€E,

entonces (E,d) es un espacio métrico.

Demostracion. Paratodo x,y,z € E se tendra:

. d(x,y)€R+;
" d(x,y) =0 |x—y[=0 x—y=0 x=y
w d(xy) =[x—yll=[=1|[ly—x] =y —x|| = d(y.x);

= dxy) =[x =yl < e =zl + [z =yl = d(x,2) +d(z,y);

de donde se concluye que (E,d) es un espacio métrico. O
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Ejercicio 1.5 Considere los siguientes ejemplos de conjuntos y funciones, demostrando que son

espacios vectoriales normados:
n 1/p
X[l = (Z IXJI”) ,
j=1

donde para x € R" estamos escribiendo x = (x1,...,X,).

(1) X =R"y para p > 1 la funcién

(2) X =R"yla funcién || - || : X — R definida por

[[xlloe = midx |x;].
j=1

geoey

(3) X = /¢»(R) (definido en el Ejercicio 1.4) y

12
[ {xx Hen |l = (Z(Xk)2> para {x;}ren €X.

k>0

(4) X =%(]0,1]) (definido en el Ejercicio 1.3) y
1
I7ll= [ 1@l parafex,
0

Dados (X, |- |lx) e (Y, ] - |lv) dos espacios vectoriales normados sobre R, definiremos el conjunto
Z(X,Y)={l:X — Y | £es lineal y continua},

que es el espacio vectorial (a probar) de las funciones lineales continuas (conceptos aun por definir)

definidas sobre X a valores en Y. Mds adelante en el texto, probaremos que .Z(X,Y), dotado de la

funcion
16 lly

vexvior xllx

1)l 2x.v) =

es un espacio vectorial normado.

1.2 Primeros conceptos topologicos

Para definir los primeros conceptos topolégicos en espacios métricos, es necesario introducir los
siguientes conjuntos que se definen a partir de una métrica o distancia.

Definicion 1.2.1 Dado un espacio métrico (X,d), un elemento X € X y un nimero real positivo
r > 0, se definen los siguientes conjuntos en X:

= Bola abierta de centro X € X y radio r > 0:

B(x,r) ={xeX | d(x,x) <r}.
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= Bola cerrada de centro ¥ € X y radio r > 0:

Bx,r]={x € X | d(x,x) <r}.
= Esfera de centro X € X y radio r > 0:

Sk, rj={xeX |d(xx)=r}.

De las definiciones anteriores, se puede observar que una métrica define una geometria particular
en un espacio. En otras palabras, si en un espacio tenemos dos métricas diferentes, las bolas con una
métrica seran distintas que con la otra.

En X = R?, podemos considerar las métricas di, d» y d. definidas en el Ejercicio 1.2. Para
X = (x1,%) = (0,0), y x = (x1,x2), dado un radio r > 0 observe que
di(xx)=r <& |xi|+|x|=r

hEX)=r < x+x5=r%

do(®,x)=r < (X =xrA—r<x<r)Vp=xrA—r<x; <r).

Ejercicio 1.6 En R? considere X = (%, %) = (0,0) y grafique B(%, 1), B[%, 1] y S[%, 1], para cada
métrica dy, dp Y dwo.

Definicion 1.2.2 Dado un espacio métrico (X,d) y un conjunto A C X, se define el interior, la
adherencia y la frontera de A mediante las siguientes expresiones:

= Interior de A:
int(A)={xeA|Je>0tal que B(x,e) CA}.

= Adherencia de A:
A={xeX |Ve>0setiene B(x,e)NA # 0}.

= Frontera de A:
0A = ANAC,

donde A€ indica el complemento de A (i.e., A° = X \ A).

En las definiciones de interior y adherencia, en lugar de utilizar bolas abiertas se pueden utilizar
bolas cerradas, es decir, las definiciones no cambian, propiedad que se deja como ejercicio
demostrar.
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Ejercicio 1.7 En un espacio métrico (X,d), pruebe que para todo conjunto A C X se tiene

int(A) CA CA.

Ejercicio 1.8 Dado un espacio métrico (X,d) y un conjunto A C X, demuestre que la frontera de A
se puede escribir de manera equivalente como

dA =A\int(A).

= Ejemplo 1.2.1 En R utilizando la métrica d(x,y) = |x — y|, consideremos los siguientes conjuntos:
(a,b), (a,b], {a,b}, {1/k | k € N; k > 1}. Determinemos el interior, la adherencia y la frontera de
algunos de estos conjuntos.

Para A = (a,b] veamos que int(A) = (a,b). Dado x € (a,b) consideremos
e =min{(x—a),(b—x)} > 0.
Directamente se prueba que
B(x,e) = (x—¢&,x+€) CA=(a,b].
Por lo tanto, (a,b) C int(A). Sea ahora x € int(A). Entonces, existe € > 0 tal que
B(x,e)=(x—€,x+€)CA = (a<x—¢/2)N(x+€/2<b),
es decir, x € (a,b), concluyendo la igualdad

int(A) = (a,b).

Veamos ahora que A = [a,b]. Si x € [a, b], para todo € > 0 claramente se tendra
B(x,e)N(a,b] = (x—&,x+€)N(a,b] #0.

De hecho,
0 # (max{a,x — e}, min{b,x+¢€}) C B(x,€) N (a,b].

Por lo tanto [a,b] C A. Tomemos ahora x € A. Para cada k € N consideremos € = 1/k. Como
B(x> l/k) N (a7b] = (X— l/kax+ l/k) N (a7b] 7& 0,
existe x; € (x—1/k,x+1/k) N (a,b], que implica

D <t
X— — X, X —
kok k

y, en consecuencia, x; — x (convergencia de nimeros reales). Como ademas x; € (a,b], es decir,
a<x;<b,

tomando limite obtenemos a < x < b, concluyendo x € [a, D).
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Consideremos ahora A = {1/k | k € N; k > 1} y probemos que int (A) = 0. Si existiera x € int(A),
entonces existe € > 0 tal que
B(x,e) = (x—¢g,x+¢) CA.
La anterior inclusion no puede ser cierta, pues el intervalo (x — €,x + €) contiene nimeros irracionales

y A solo estd compuesto por nimeros de la forma 1 /k.

Probemos que A = AU{0}. Claramente A C A asi que veamos x = 0 estd en A. Para cualquier € > 0
te tendrd
B(0,e)NA = (—€,6)NA#0,

de hecho, tomando ko > 1/& sabemos que 1/k € (0,€) para todo k > k¢. Por lo tanto AU {0} C A.

Sea ahora x € A. Para cada n € N consideremos € = 1 /n. Como
B(x,1/n)NA#0,

entonces para todo n € N, existird x, € B(x,1/n) y x,, € A. Es decir, existird k, € N tal que x,, = 1 /k,,.
Claramente x,, — x. Por la forma que tienen los x, o bien converge a cero o a partir de un instante es un
mismo elemento de A.

Definicion 1.2.3 En un espacio métrico (X,d), un conjunto A C X se dice que es abierto si
A =int(A) y se dird cerrado si A = A. Es decir (dada las inclusiones enunciadas en el Ejercicio
1.7), A es abierto si

VxeA, 3e>0 tal que B(x,g) CA,

y A es cerrado si
(Ve>0, Blx,e)NA#0) = x€A.

Proposicion 1.2.2 En un espacio métrico (X,d), dado x € X y r > 0, se tiene que B(X,r) es un
conjunto abierto y B[X, r| es un conjunto cerrado.

Demostracion. Veamos que B(X,r) es un conjunto abierto. Sea y € B(X,r) y consideremos

Probemos que
B(y,€) C B(%,7).

Dado z € B(y, €) se tendra
desigualdad triangular

Por lo tanto B(y,€) C B(%,r), probando asi que B(X,r) es abierto.

ro d(x,y)
)

+d(y,x) =

<r

Veamos ahora que A = B[, r] es un conjunto cerrado. Para ello, debido a la propiedad enunciada
en el Ejercicio 1.7, debemos probar solamente A C A. Sea'y € A y supongamos que y ¢ A = B[&, 7], es
decir,

d(x,y) >r. (1.1
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Consideremos

d‘ _
s—(x’?r>0.

Como y € A debemos tener B(y,€) N B[, r] # 0. Sea z en la interseccién anterior, entonces

desigualdad triangular

d(y,%) <d(y,z) +d(z,%) < e+r=

d(x,y) r B r
2 2T Ty

Lo anterior implica d(y, %) < r, llegando as{ a una contradiccién con (1.1). Por lo tanto A C A, conclu-
yendo que A = B[¥, r| es un conjunto cerrado. O

Proposicion 1.2.3 En un espacio métrico (X,d), dado un conjunto A C X se tiene que int (A) es un
conjunto abierto y A es un conjunto cerrado.

Demostracion. Veamos que int(A) C int(int(A)), que implicard int(A) = int (int(A)) (ver Ejercicio
1.7). Dado x € int(A), existird € > 0 tal que B(x,€) C A. Six ¢ int(int(A)), entonces para todo € > 0
se tendrd

B(x,€) Z int(A).

Es decir, para todo € > 0 existe ye € B(x,€) con ye ¢ int(A). Por lo tanto,
Ve>0 Fy. € B(x,e)talqueVd >0 B(yg,0) LA.

Si en la anterior proposicién tomamos € = § = /3, deducimos que
Yes3 €B(x,€/3) y B(yes3.€/3) LA,
pero (debido a la desigualdad triangular)
B(ve/3,8/3) C B(x.€) C A,

llegando asi a una contradiccién. Concluimos entonces int (A) C int (int (A)).

Veamos ahora que (A) C A (que implicard (A) = A). Sea x € (A) y supongamos que x ¢ A. En tal
caso, existe € > 0 tal que
B(x,)NA = 0. (1.2)

Como x € (A) entonces
B(x,€/3)NA #0.

Dado yz en la anterior interseccion, se tendrd que

ys € B(x,€/3) A B(yz,€/3)NA#0,

pero como B(yg, €/3) C B(x, &) se contradice (1.2). Por lo tanto (A) C A. O
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Corolario 1.2.4 En un espacio métrico (X,d), para todo conjunto A C X se tendra

int (int (A)) = int(A); (A) =A.

Ejercicio 1.9 Para un espacio métrico (X,d), pruebe que los conjuntos X y @ son conjuntos abiertos
y cerrados.

Ejercicio 1.10 En un espacio métrico (X,d), pruebe que si A C B C X, entonces

int(A) Cint(B) A ACB.

Proposicion'1:2:;5 En un espacio métrico (X, d), un conjunto A C X es abierto si, y solamente si, A
es cerrado.

Demostracion. Supongamos que A es abierto y probemos que A es cerrado (i.e., (A¢) C A). Sea
x € (A°). Six ¢ A°, entonces x € A. Como A es abierto, existird € > 0 tal que B(x, &) C A. Esto implica

B(x,€)NA° =0,

lo que contradice x € (A€), por lo tanto x debe estar en A°.

Supongamos ahora que A es cerrado y probemos que A es abierto (i.e., A Cint(A)). Seax €Ay
supongamos x ¢ int (A). Entonces, para todo € > 0 se tiene que B(x,€) Z A, que es equivalente a

Ve>0 B(x,e)NA® #£0.

Es decir, x € (A¢). Como A€ es cerrado, se obtiene que x € (A¢) = A, lo que es una contradiccion. [
Ejercicio 1.11 En un espacio métrico (X,d), para un conjunto A C X demuestre que int (A) es el
conjunto abierto mas grande contenido en A, es decir,

(6 CA A0 esabierto) = 6 Cint(A).

Adicionalmente, demuestre que A es el conjunto cerrado mds pequefio que contiene a A.

Del resultado anterior, se deduce que el interior de un conjunto es la unién de todos los conjuntos
abiertos contenidos en el conjunto, y la adherencia de un conjunto es la interseccion de todos los
conjuntos cerrados que contienen al conjunto.

Proposicion 1.2.6 Dado un espacio métrico (X,d) y un conjunto distinto de vacio A C X, se define
dy : X — R, (funcién distancia al conjunto A), por

da(x) = fnfd(x.y).
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Esta funcién estd bien definida y x € A si y solamente si, dj (x) = 0.

Demostracion. Como A # 0, existe xo € A. Entonces,

OSdA(x):fn}:d(x,y)Sd(x,xo)<+°° VxeX,
ye

por lo tanto d4 estd bien definida, pues el conjunto sobre el que se toma infimo no es vacio y estd
acotado (en R), implicando que su infimo, y por lo tanto d(x), pertenece a R para todo x € X.

Comencemos suponiendo que x € A. Esto implica que para todo k € N se tiene
B(x,1/k)NA #0.

Tomando x; en la anterior interseccién, obtendremos que

1
0 <dj(x)=infd(x,y) <d(x,x;) < — VkeN.
yEA k

Por lo tanto d4 (x) = 0.

Ahora supongamos dj (x) = 0. Por la definicién de infimo, esto implica que para todo € > 0, existe
un x; € A tal que
d(x,xe) < e+ ingd(x,y) =¢€+dy(x) =€.
ye

Es decir, x¢ € B(x,€) NA. Hemos probado que
B(x,e)NA#0 Ve>o0,

por lo tanto x € A. O

Definicion 1.2.4 En un espacio métrico (X,d), su topologia (inducida por la métrica d), que
notaremos .7, es el conjunto que contiene a todos los conjuntos abiertos, es decir,

T ={6 C X | 6 es abierto }.

Proposicion 1.2.7 Dado un espacio métrico (X,d) y 7 su topologia, entonces se tiene que:
@ XeTybe T,
(b) Para 0y,...,0, € .7, se tiene
n
ﬂ 0T (toda interseccion finita de abiertos es abierto);
j=1

(c) Para una familia {6y }4ca de conjuntos en 7 (i.e., O, € 7 paratodo a € A, siendo A un
conjunto de indices cualquiera) se tendrd

U 0 €T (toda unidén de abiertos es abierto).
oEA
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Demostracion. Analicemos cada una de las partes de la proposicion:
(a) Ver Ejercicio 1.9.
(b) Sean 0y,...,6,€ Ty

n
6=()6;
j=1

Six € 0, entonces x € 6; para j = 1,...,n. Como los 6; son abiertos, para cada j existe &; > 0
tal que
B(x, Sj) - Gj.

Si definimos € = min{¢y,...,&,} > 0, se tendrd
B(x,e)CO, Vj=1,...n

y, por lo tanto, B(x, &) C 6. Hemos probado que 6 C int(0), es decir, 6 € .7 (es abierto).

(c) Sea una familia {6y} ca de abiertos y

6= e

aeA

Dado x € 0, se tendrd que existe & € A tal que x € 6,. Como 6y, es abierto, existe € > 0 tal que
B(X,S) g 906 g 97

por lo tanto,
B(x,e) C 6.

Es decir, & C int(0) y por lo tanto 6 € .7 (es abierto).

En la dltima parte del texto, veremos que las propiedades (a), (b) y (c) de la anterior proposicién
son las que definen un espacio topoldgico, es decir, dado un espacio X y una coleccién 7 de
conjuntos de X, se dird que (X,.7) es un espacio topolégico si .7 satisface (a), (b) y (c) de la
Proposicién 1.2.7. Dada esta definicion y la Proposicién 1.2.7, se deduce de inmediato que un
espacio métrico serd un espacio topoldgico, si se considera la topologia que induce la métrica.

1.3 Meétricas equivalentes

Si en un espacio X hay dos métricas d; y d», estas no necesariamente definen los mismos conjuntos
abiertos. Por otro lado, en el Ejercicio 1.6, se puede apreciar que en R? diferentes métricas definfan
bolas distintas, pero tal vez, a pesar de esto, esas métricas si estan definiendo los mismos conjuntos
abiertos. A continuacién introduciremos el concepto de métricas equivalentes y probaremos que si
dos métricas son equivalentes, entonces definen los mismos conjuntos abiertos, es decir, la misma
topologia.
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Definicién 1.3.1 Dado un conjunto X y dos métricas dy,d> : X x X — R, se dice que d; y d>
son equivalentes, si existen cy,cp > 0 tales que

cidi(x,y) < da(x,y) < cadi(x,y)  VaxyeX. (1.3)
Ejercicio 1.12 Para un conjunto X, considere el conjunto de todas las métricas que se pueden
definir sobre él, dado por
D={d:XxX — R|d esmétrica},
y demuestre que en D, la relacion & definida por
di%#dy < di y dp son métricas equivalentes,

es una relacién de equivalencia, es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva.

Teorema 1.3.1 Sea un conjunto X y dos métricas equivalentes d;,d, : X x X — R . Entonces, los
abiertos y cerrados que estas métricas definen son los mismos.

Demostracion. Veamos que d; y dp definen los mismos abiertos solamente. Que definen los mismos
cerrados se deducird de lo anterior dado que un conjunto es cerrado si y solo si su complemento es
abierto (ver Proposicién 1.2.5).

En realidad, basta con demostrar que los abiertos que define una métrica son abiertos para la otra
métrica. Notaremos por B (x, €) y Bz (x, €) las bolas que definen d; y d; respectivamente. Consideremos
c1, ca > 0 que satisfacen (1.3), dados por la equivalencia entre d; y d,. Sea 6 un abierto para d; y
mostremos que es un abierto para d.

Dado x € 0 existe 6 > 0 tal que B (x,0) = {y € X | di(x,y) < 8} C 6. Mostremos que para
€ =116 > 0 se tiene

By(x,e) ={ye X |dr(x,y) <&} CBi(x,8) C 6. (1.4)

De hecho, si y € By(x, €), entonces

1 £
dl(xay) < 7d2(x7y) <—= 67
C1 C1

por lo tanto, se tiene (1.4). Es decir, para todo x € 0, existe € > 0 tal que B, (x,€) C 6, probando asi
que O es abierto para d;. O

I Corolario 1.3.2 Las topologias definidas por dos métricas equivalentes son idénticas.

Un caso interesante de analizar es cuando se tiene un producto finito de espacios métricos. Es decir,
si (X1,dy),...,(Xu,dy) son espacios métricos, se considerara el espacio producto X = X; x ... x X,
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dotado de alguna de las siguientes métricas para x = (x1,...,%,), y = (y1,...,yn) € X (donde x;,y; € X)

1

dp(x,y) = (i(dj(xf',yf'))”> para p > 1

Jj=1

do(x,y) = igf}?‘ndj(xj,yj)-

Las anteriores métricas serdn denominadas a lo largo del texto como métricas usuales cuando se
trabaje en un producto finito de espacios métricos.



1.A Desigualdades importantes

A continuacién se presentan algunas desigualdades importantes en R, que son de utilidad para
demostrar en el Ejercicio 1.2, que R” es un espacio métrico con las funciones ahi propuestas.

Lema 1.1 — Desigualdad de Young. Dadosa, b € R, y p, g > 1 tales que %4— é =1, se tiene

a?P b1
ab < — 4 —.
p q

Demostracion. Si ab = 0 se tiene de inmediato el resultado. Supongamos ab > 0 y consideremos la
funcién f(x) = ¢* que es una funcién convexa, es decir,

FAx+(1=2)y) SAf()+(1-A)f()  Vx, yeR, V2 €01,
Para x = plna; y = ¢glnb, por la convexidad de f se tendra

1 1 1 1
f (px+ qy> < S+ fO),

es decir,
P Byl
f(na+1nb) =ab < 42
p q

O

Lema 1.2 — Desigualdad de Hélder. Para k = 1,...,n sean a;, by € R. y p, ¢ > 1 tales que

1,1

;—i—;zl,entonces
n " Vp s, 1/q
Fans(£a) (£1) -
k=1 k=0

k=0
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n 1/p n 1/q
A=Ya' | : B=|YhH]| .
k=0 k=0

Si AB = 0 se obtiene de inmediato el resultado. Si AB > 0, por el Lema 1.1 se tendra

ac b (@ /AP (bk/B)q’
A B~ p q

Demostracion. Definamos

esto implica

por lo tanto

Lema 1.3 — Desigualdad de Minkowski. Para k =1,...,n sean a;, by € R; y p > 1, entonces

n 1/p n 1/p n 1/p
(o) = (2) +[2)
k=1 k=1 k=1

Demostracion. Si p =1 se tiene de inmediato la desigualdad, de hecho se tiene la igualdad. Para p > 1,
tomamos ¢ > 1 tal que %4—% = 1. Observe que (p — 1)g = p. Entonces,

(ak+bk —I-Zbk ak-i-bk)

n n
Z (ar + bi)” Z (arx+by)? ak+bk)
k=1 k=1 k=1

»
HM:
L

D=

Up [, " I [,
af) Y (ax+bi)4 - + (Z bf) Z ag +bi)? -1
k=1 k=1

k=1

" 1/q " 1/p " 1/p
= (Z(ak—i-bk)p) (Zaf) +<Zb£>
k=1 k=1 k=1

<
v k
porel Lema 1.2

1

Por lo tanto,



2. Completitud y compacidad

En este capitulo introduciremos los conceptos de completitud y compacidad que, como veremos,
estdn relacionados con el comportamiento de sucesiones en espacios métricos. Comenzaremos por
definir qué se entiende por el limite de una sucesion en este contexto. Tener en cuenta que el contar con
una métrica o distancia, nos permite definir el limite de una sucesién de manera andloga como se hace
con sucesiones de nimeros reales.

2.1 Sucesiones

Recordemos que dado un conjunto X, una sucesion {x; }ren € X es una secuencia (numerable)
de elementos en X o, dicho de otra forma, es una funcién x : N — X que a cada k € N le asocia un
elemento x(k) = x; € X.

Definiciéoni2:181 Dado un espacio métrico (X,d), se dice que una sucesion {x; }reny € X converge
aXx € X, si para todo € > 0 existe kp € N (que dependera de € > 0) tal que

x. €B(x,e)  Vk>k. 2.1)

De manera equivalente (se deja como ejercicio demostrarlo), se puede decir que {x; }rey C X
converge a X, si para todo conjunto abierto 8 C X que contiene a &, existe kg € N tal que

x. €0 vV k> k.

Cuando {x;}ren converge a X, diremos que x ésrelilimitedde {x;}rcy y lo notaremos x; — X o
lim x;, = Xx.
k—soo
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La definicién anterior no cambia si en (2.1) se utiliza una bola cerrada en lugar de una bola abierta
(demostrarlo). Por otro lado, el concepto de convergencia depende estrictamente de la métrica
utilizada. Es decir, si uno cambia la métrica, cambia la nocidn de convergencia (sucesiones que
convergen con una, pueden no hacerlo con la otra, o viceversa). Sin embargo, por la definicién de
limite de una sucesion utilizando conjuntos abiertos (en lugar de bolas), deducimos directamente
que si dos métricas son equivalentes, entonces las sucesiones que convergen segiin una métrica, lo
hardn también para la otra.

Una propiedad directa que se obtiene de la definicién de convergencia, es la siguiente caracterizacion
que se deja como ejercicio.

Ejercicio 2.1 En un espacio métrico (X,d), demuestre que una sucesion {x }reny C X converge a
X € X, si'y solamente si la sucesion de nimeros reales {d(xx,X) }reny converge a cero.

Para practicar la nocién de convergencia, se plantea el siguiente ejercicio en un espacio métrico de
dimension infinita.

Ejercicio 2.2 Considere X = €[0,1] = {f:[0,1] — R | f continua } (el conjunto de funciones
continuas definidas sobre [0, 1] a valores en R) y las siguientes dos métricas

wre) - ([o-sora)  sex

dw(f,8) = SE(JE]If(t)—g(t)I [ g€X.

Para la sucesion { fi }reny C X definida por

1—kt si0<t<i
fi(t) =

0 si ¢ <r<1,

IA

pruebe que { fi }ren converge segin ds (encuentre el limite) pero no converge segin de.

Proposicion 2.1.1 — Unicidad del limite. En un espacio métrico (X, d), si una sucesién converge,
entonces su limite es tnico.

Demostracion. Supongamos que una sucesion {x }rey C X converge a ¥ € X y a y € X. Entonces,
para todo € > 0, existirdn k), k3 € N tales que

x €EB(X,e/2) Vk>ki y x €B(F,e/2) Vk>1Ik.
Definiendo ko = max{k},k3} se tiene que
x; € B(x,€/2)NB(y,€/2) ¥ k> ko.

Por lo tanto,
d(ih)_)) < d(irxko) +d<xk07)_)> <E,
es decir, para todo € > 0 hemos probado que d(X,y) < &, lo que nos lleva a concluir d(%,7) =0. [
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Definicién 2.1.2 En un espacio métrico (X,d), se dice que un conjunto A C X es acotado, si existe
x€X yM >0 tales que
ACB(x,M).

Proposicion 2.1.2 Dado un espacio métrico (X,d), si {x; }ren € X es una sucesién convergente,
entonces es un conjunto acotado.

Demostracion. Sea {x; }reny C X una sucesién convergente a ¥ € X. Entonces (tomando € = 1), existird
ko € N tal que
kaB(f,l) YV k> k.

Si definimos M = max{1,d(xo,%),d(x1,%),...,d(xg,—1,%)} < +oo se tendrd que
X, € B(X,M) VkeN = {xk}keN - B()E,M),

concluyendo que la sucesion es un conjunto acotado. O

Proposicion 2.1.3 — Caracterizacion de cerrados con sucesiones. Sea (X,d) un espacio
métrico y A C X. Entonces, A es cerrado si y solo si para toda sucesion {x; }reny C A convergente, se
tiene que su limite estd en A.

Demostracion. Supongamos que A es cerrado y sea {x; }ren C A una sucesién que converge a X € X.
Probemos que x € A. Para todo € > 0, se tendrd que existe ky € N tal que

x; € B(%,€) Vk>ko.

Es decir, para todo € > 0 se tiene que B(X,€) NA # 0. Por lo tanto, X estd en A y como A es cerrado,
concluimos que x € A.
Si ahora suponemos que para toda sucesion {x; }xeny € A convergente, se tiene que su limite estd en
A, probemos que A es cerrado (A C A). Para x € A se tendrd
B(x,1/k)NA#0 VkeN.

Tomando x; en la anterior interseccidn, se tiene que x; — X pues d(x,x;) — 0 (ver Ejercicio 2.1). Como
{xx }rew C A, por hipétesis £ estd en A, lo que demuestra que A es cerrado. O

Subsucesiones

A partir de una sucesién, dado es una secuencia infinita de términos, es posible extraer otras
sucesiones, que son denominadas subsucesiones.

Definicion 2.1.3 Dada una sucesion {x; }xeny € X, si se tiene una secuencia de niimeros naturales
{k;j} jen donde kj < kji para todo j € N, se dice que {x, } jen €s una subsucesion de {x; }ren-



28 Capitulo 2. Completitud y compacidad

m Ejemplo 2.1.4 Considere los siguientes ejemplos:
(1) Dada la sucesion x; = (—1)*, para kj = 2j se tiene la subsucesion x; = 1 para todo j € N.

(2) Si {xx}ren € X es una sucesion, entonces para p € N se tiene que {Xx4 }ren €s una subsucesion.
En tal caso se considera k; = j+ p.

Una subsucesion (de una sucesién) es en si una sucesion, por lo tanto, puede converger a un
determinado limite.

Ejercicio 2.3 Demuestre que si una sucesion es convergente, entonces toda subsucesién converge
al mismo limite.

Definicion 2.1.4 En un espacio métrico (X,d), se dice que una sucesion {x; }reny C X tiene un
punto de acumulacién X € X, si para todo € > 0y para todo ko € N, existe k > ko tal que

X € B(%,€).

(1) Para la sucesién x; = (—1)* demuestre que 1 y —1 son puntos de acumulacién.

()

y la sucesion en X = R? dada por x; = A*x donde ¥ € R?\ {(0,0)}. Pruebe que ¥ es un punto
de acumulacion de {x; }ren.

(2) Considere la matriz

‘ Ejercicio 2.4

Ejercicio 2.5 Pruebe que una sucesion tiene un punto de acumulacidn, si y solo si, existe una
subsucesion que converge a ese elemento.

2.1.2 Sucesiones de Cauchy

Una clase muy importante de sucesiones, son las denominadas sucesiones de Cauchy, introducidas
en la siguiente definicion. Estas serdn sucesiones cuyos términos se van acercando (de acuerdo a la
métrica considerada) cada vez mas entre si.

Definiciéon 2.1.5 En un espacio métrico (X, d), se dice que una sucesion {x; }rey € X es de Cauchy,
si para todo € > 0 existe ky € N tal que

d(xk,xk/) <€ A k,k/ > ko.
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Proposicion 2.1.5 En un espacio métrico (X,d) toda sucesion de Cauchy es un conjunto acotado.

Demostracion. Si una sucesion {x; }xeny € X es de Cauchy, entonces (tomando € = 1) existird kg € N
tal que
d(xk,xk/) <1l Vk, K >ky = d(xk,xko) <1 Vk>k.

Si definimos M = max{1,d(xo,xk,),d (X1, Xk, ), - - - ,d(Xgy—1,Xk,) } < +oo se tendrd
X € B(xkO,M) VkeN = {xk}keN C B(xkO,M),

concluyendo que la sucesion es un conjunto acotado. O

Proposicion 2.1.6 En un espacio métrico (X,d), si una sucesion es de Cauchy y tiene una subsuce-
sién convergente, entonces la sucesién converge.

Demostracion. Sea {x;}ren € X una sucesion de Cauchy y {x;, } jen una subsucesién convergente a
X € X. Para cualquier € > 0, sabemos que existe ny € N tal que

d(xp,xp) < €/2 Yk, k' > ng.
Por otro lado, existird jo € N tal que
xi; € B(X,€/2) Y j > jo.
Al definir j; > jo tal que k;; > no, se tendrd
d(x, %) < d (e, xi;, ) +d(xi; , %) <€ Vk>no,

por lo tanto x; — X. O

Ejercicio 2.6 En un espacio métrico (X,d), pruebe que si una sucesion es convergente, entonces es
de Cauchy.

La reciproca del ejercicio anterior no es siempre es cierta, es decir, pueden existir sucesiones de
Cauchy que no son convergentes. Los espacios métricos donde aquello no sucede, son denominados
completos, que es el tema abordado en la préxima seccidn.

Espacios métricos completos

La completitud de espacios métricos es, de alguna manera, una generalizacion de la completitud
de los niimeros reales. En palabras simples, la completitud hace referencia a que no hay elementos
faltantes en el espacio. Esta propiedad la definimos a continuacion.

Definicion 2.2.1 Un espacio métrico (X,d) se dice completo, si toda sucesién de Cauchy (de
acuerdo a la métrica d) es convergente en el espacio.
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Ejercicio 2.7 Sea (X,d) un espacio métrico completo y C C X un conjunto cerrado. Demuestre que
(C,d") es un espacio métrico completo, donde d’ es la restriccién de la métrica d al conjunto C x C.

En diversos resultados que se presentan en este texto, la propiedad de completitud de un espacio
métrico serd requerida. Por el momento, comenzaremos demostrando un resultado muy importante en
analisis como es el teorema de Baire, descrito en la préxima seccion.

Teorema de Baire

El teorema de Baire (o de las categorias de Baire) es un resultado muy importante en topologia y
andlisis funcional. Su importancia radica en que a partir de él, se desprenden propiedades claves en
andlisis funcional, alguna de las cuales se abordan en este texto. Antes de introducir el teorema de
Baire, necesitamos definir algunos conceptos y establecer propiedades que nos ayudardn a demostrar el
resultado.

Definicion 2.2.2 En un espacio métrico (X,d), para un conjunto A C X se define su didmetro por

diam (A) = sup d(x,y),
X,yeA

valor que puede ser —oo (si A = 00) 0 4o (si A no es acotado).

Proposicién 2.2.1 Para todo conjunto A de un espacio métrico (X,d), se tendrd

diam (A) = diam (A).

Demostracién. Como A C A, se tendrd

diam (A) = sup d(x,y) < sup d(x,y) = diam (A).
X,yEA x,yEA

Para probar que diam (A) < diam (A), supongamos diam (A) < +oo y A # 0, pues en alguna de estas
situaciones la desigualdad buscada se obtiene de inmediato.

Sea r > 0 tal que diam (A) < r. Si probamos que diam (A) < r habremos demostrado el resultado,
pues dados dos nimeros reales a, b € R, si para todo r > a uno tiene b < r, entonces se concluye b < a.

Sea € > 0 tal que
diam(A) <r—e.

Para x, y € A se tendrd que existen z,, z, € A tales que

€ €
d(x,zy) < 5 d(y,zy) < 7
Por lo tanto,

d(x,y) <d(x,z¢) +d(zx,2y) +d(zy,y) < €+diam(A) <r,

es decir,
d(x,y)<r Vx, yEA,

concluyendo que diam (A) < r. O
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La siguiente proposicidn, establece una caracterizacion de los espacios métricos completos.

Proposicion 2.2.2 Un espacio métrico (X,d) es completo, si y solo si, para toda sucesién de
conjuntos cerrados no vacios {Cy }ren (Cr € X), tales que Cy; C Cy con diam (Cy) — 0, se tiene

) Gk = {5},

keN

para algiin ¥ € X.

Demostracion. Sea {Cy }ren una sucesion de conjuntos de X, cerrados y no vacios tales que Cy; € Cy
con diam (Cy) — 0. Para cada k € N consideremos un elemento x; € C. Como diam (Cy) — 0, para
todo € > 0 existe kg € N, tal que diam (Cy) < € para todo k > ko. Dado que C; C Cy, para k > ko, se
tendra

d(xk,xk/) <E& Vk,k’zko.

Por lo tanto, la sucesion {x }ren es de Cauchy. Como X es completo (hip6tesis), la sucesion converge
aun elemento ¥ € X.

Probemos que

ﬂ Cr= {f}

keN

Para k € N se tiene que xp € Cy para todo k' > k. Por lo tanto, X € C; (pues Cy es cerrado; Ver
Proposicién 2.1.3) y esto se tiene para todo k € N. Es decir,

X e ﬂ C.
keN

Consideremos y € X tal que

NAS ﬂ Cy.
keN

Como diam (Cy) — 0, se tendra d(x,y) < diam (Cy) — 0. Por lo tanto X = y.

Para probar la otra implicancia de la proposicién, tomemos {x; }reny C X una sucesién de Cauchy y
definamos los conjuntos

A ={xi,x1,...} Yy Ce=Ax.

Entonces, los conjuntos Cy son cerrados, no vacios y Cy.; C Ci. Veamos que diam (C) — 0. Para
€ > 0, como la sucesién {x; }ren es de Cauchy, existe kg tal que

d(xk,xk/) <E& Vk,k’zko.
Lo anterior implica que
diam (Cy,) = diam (Ay)) < €& = diam(Cy) < € Y k > ko,

donde la igualdad diam (Cy,) = diam (Ay,) se obtiene gracias a la Proposicién 2.2.1. Por lo tanto,
diam (Cy) — 0.

Finalmente, por hipétesis, existe X € X tal que

ﬂ Cr = {x}.

keN
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Probemos que x; — %. Dado € > 0, sabemos que existe ko € N tal que diam (Cy) < € para todo k > ky.
Como i y x; estdn en Gy, para todo k > ko, entonces

d(%,x;) <diam(Cy,) <& Yk > ko,

lo que demuestra x; — X. Hemos probado que toda sucesion de Cauchy es convergente, por lo tanto el
espacio métrico (X,d) es completo. O

Definicion 2.2.3 En un espacio métrico (X,d), un conjunto A C X se dice denso si su adherencia
es todo el espacio, es decir, A = X.

Lema 2.1 En un espacio métrico (X,d), un conjunto A C X es denso, si y solamente si, para todo
abierto 8 C X distinto de vacio se tiene
ANO #0.

Demostracion. Supongamos que el conjunto A es denso y sea 0 un abierto no vacio. Para x € 0 existe
€ > 0tal que

B(x,e) C 6

Como A es denso y x € A = X, se tiene que
0 # B(x,e)NA C 6NA.

Consideremos ahora x € X. Como para todo € > 0 se tiene que B(x,€) es un conjunto abierto
distinto de vacio, concluimos que

ANB(x,e) £ 0 Ve>o0.
Es decir, x € A. Hemos probado entonces la inclusién
X CA,

concluyendo que A es denso. O

Teorema 2.2.3 — Baire. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces, toda interseccién
numerable de abiertos densos es un conjunto denso.

Demostracion. Sea {Ay}ren una sucesion de abiertos densos. Definamos
A=A
keN

y probemos que A es denso. Para ello, sea 6 C X un abierto no vacio y demostremos A N 6 # @ (ver
Lema 2.1). Comencemos definiendo By = Ag M 6 que serd un conjunto abierto no vacio, al ser una
interseccion de dos abiertos y dado que Ag es denso.

Dado x| € By, existe € € (0,1) tal que

By :=B(x1,&1) C By := Blx1, €& C Bo = AgN Bo.
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Como B NA| # 0 es no vacio (pues A; es denso) y abierto, para x, € Bj NA] existe & € (0,1/2) tal
que
B := B()Q,Sz) - Ez = B[XZ,SQ] CBINA C El.

De esta forma vamos construyendo la sucesion {By }ren de conjuntos cerrados, no vacios, tales que
Biy1 € Bry 5 .
diam (Ek) = diam (Bk) =2& < F = W — 0.

Como X es completo, por la Proposicién 2.2.2 podemos concluir que existe ¥ € X tal que

keN

Dado que By.; C Ay N By, entonces
X e ﬂ Ay =A.
keN
Ademds X € B; C By = Ay N 0O, concluyendo X € O N Ay, por lo tanto, AN O # () para todo abierto 8 no
vacio, de donde se desprende que A es denso. 0

En topologia se definen los espacios de Baire, como aquellos donde toda interseccién numerable
de abiertos densos es un conjunto denso. Por lo tanto, la forma del teorema de Baire presentada
anteriormente, establece que todo espacio métrico completo es un espacio de Baire.

Un resultado que se desprende directamente del teorema de Baire, y que serd utilizado mds adelante,
es el siguiente.

Corolario 2.2.4 Sea (X,d) un espacio métrico completo. Si {Cy } rey €s una sucesion de conjuntos
cerrados que satisface
X = U Ck,

keN

entonces existe ko € N tal que int (Cy, ) # 0.

Demostracion. Definiendo 6; = C}; (abiertos), como (| 6 = 0 no es un conjunto denso, de acuerdo al
keN
Teorema 2.2.3 existe ko € N, tal que 6, no es denso, es decir, existe un abierto no vacio 6 C X tal que

0N6, =0NC,, =0 = 0+ 6 CCy,

pero como int (Cy, ) es el conjunto abierto mds grande contenido en Cy, (ver Ejercicio 1.11), se tiene
entonces @ # 6 C int(Cy,), demostrando asf lo deseado. O



34 Capitulo 2. Completitud y compacidad

Espacios métricos compactos

La compacidad de un espacio métrico o de un subconjunto de un espacio métrico, es una pro-
piedad muy ttil en andlisis. Entre otras cosas, permitird extraer subsucesiones convergentes. En esta
seccidn presentaremos la definicién de espacio métrico compacto, para posteriormente analizar algunas
propiedades relativas a funciones.

Antes de ver en qué consiste la compacidad, es necesario definir lo que es un recubrimiento.

Definicion 2.3.1 En un espacio métrico (X,d), se dice que una familia de conjuntos {6y }geca, con
0y C X para todo & € A, es un recubrimiento de X, si

X = 6o

acA

Si los conjuntos 6y son abiertos, se dird que {6y }qeca €s un recubrimiento de abiertos o un
recubrimiento abierto de X.

Dado un conjunto C C X, se dice que la familia de conjuntos {6y }qca, con 6y C X para todo
o € A, es un recubrimiento de C, si
C g U 90!7

aeA

y si los conjuntos 6, son abiertos, se dird que {6y }qeca €S un recubrimiento de abiertos o un
recubrimiento abierto de C.

Si se tiene un subconjunto de indices A C A tal que {6y} ,c4 sigue siendo un recubrimiento (de
X o de C), se dice que es un subrecubrimiento del recubrimiento original. Si la cardinalidad del
subconjunto de indices A es finita, se dird que {64}, €s un subrecubrimiento finito.

m Ejemplo 2.3.1 Veamos algunos ejemplos de recubrimientos de abiertos.
(1) En un espacio métrico (X,d) evidentemente X es un recubrimiento abierto.

(2) Dado un espacio métrico (X,d), se tiene que {B(x, €) } (x,¢)ca> CON
A =X (0,4+0),

es un recubrimiento abierto de X.

(3) Paraa, b € R, cona < b, si consideramos X = R dotado de la métrica usual en R, para € > 0 se
tiene que {(x — €,x+€)} [, €8 un recubrimiento abierto de (a,b).

(4) Para X =R, dotado de la métrica usual en R, se tiene que {(1/n,1)},en ,>2 es un recubrimiento
abierto de (0, 1).

Definicion 2.3.2 Un espacio métrico (X,d) se dice que es un espacio métrico compacto, si todo
recubrimiento de abiertos admite un subrecubrimiento finito. Un conjunto C C X se dird que es un
conjunto compacto, si todo recubrimiento de abiertos de C admite un subrecubrimiento finito o,
equivalentemente, si (C,d) (con d restringido a C x C) es un espacio métrico compacto.
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Ejercicio 2.8 Demuestre las siguientes propiedades:
(1) En un espacio métrico, la unién finita de conjuntos compactos es un conjunto compacto.
(2) En un espacio métrico, la interseccion de conjuntos compactos es un conjunto compacto.

(3) Si (X,d) es un espacio métrico compacto y C C X es un conjunto cerrado, entonces (C,d) es
un espacio métrico compacto.

Proposicion 2.3.2 Un espacio métrico (X,d) es compacto, si y solamente si, para toda familia de
conjuntos {Cy }aen, con Cy C X cerrado para todo a € A, que satisface

[ Ca =0, (2.2)

acA
se tiene que existen ¢, ..., o, € A tales que

n

ﬂ Caj = @

j=1

Demostracion. Supongamos (X,d) es compacto y sea {Cq }qea una familia de conjuntos cerrados
que satisface (2.2). Entonces, la familia {C }qeca constituida de los complementos de Cq, es un
recubrimiento de abiertos de X pues, tomando complemento en (2.2), se obtiene

UJcy,=x.

acA
Por la compacidad de X existe un subrecubrimiento finito, es decir, ¢y, ..., Q, € A tales que
n n
Cc —
Uc, =X = (Cqy=0.
j=1 j=1

Probemos ahora que (X,d) es compacto si se tiene la propiedad con los conjuntos cerrados del
enunciado. Sea {6y }qca un recubrimiento abierto de X, entonces {Cy }aca, con Cq = 65, es una
familia de cerrados que satisface (2.2). Por lo tanto, existen , ..., o, € A tales que

n n n
NCoy=0 = |JC; = 6o, =X,
j=1 Jj=1 J=1

es decir, a partir de {6y } ¢ea existe un subrecubrimiento finito de X, probando asi que X es compacto.
O

Proposicion 2.3.3 Si el espacio métrico (X,d) es compacto, entonces para toda sucesién de conjun-

tos cerrados no vacios {Cy }ren, con Cr1 € Gy C X, se tiene () Cy # 0.
keN
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Demostracion. Sea {Cy }ren una sucesién de conjuntos cerrados como en el enunciado. Si () Gy = 0,

keN
por la proposicion anterior, existirdn ky,...,k, € N tal que
n
NG, =0.
j=1
- n
Sin embargo, como Cy| C Cy, tomando k = max{ky,...,k,} se tiene que C; = Ck; = 0, lo que no
j=1
puede ser pues C; # 0. Por lo tanto concluimos [ Ci # 0. O
keN

Ejercicio 2.9 Demuestre que un producto finito de espacios métricos compactos, es un espacio
métrico compacto, considerando en el espacio métrico producto alguna de las métricas usuales (ver
pagina 22).

A continuacién presentamos el teorema de Bolzano-Weierstrass, que establece una caracterizacién
de los espacios métricos compactos en términos de sucesiones.

Teorema 2.3.4 — Bolzano-Weierstrass. Un espacio métrico (X,d) es compacto, si y solamente
si, toda sucesion en X tiene un punto de acumulacién o, equivalentemente, tiene una subsucesion
convergente.

Demostracion. Supongamos X es compacto. Para una sucesion {x; }xeny € X probemos que tiene un
punto de acumulacién (o una subsucesion convergente). Definamos

Ak:{xk,xk+1,...} y Ck :Aik;'é@

Observar que los conjuntos C; son cerrados y se tiene Cy; C Cy. Por la Proposicién 2.3.3 se tiene
entonces

() Ci # 0.

keN
Sea ¥ en la anterior interseccion. Para € > 0y kg € N, se tiene que X € Cy, = Ay, v, por lo tanto,
B(%,€) NAy, # 0, es decir, existe k > ko tal que

X € B(x,€),

concluyendo que X es un punto de acumulacién de la sucesion.

Probemos ahora que si toda sucesién en X tiene un punto de acumulacion, entonces X es compacto.
Sea {0y }qca un recubrimiento abierto de X. Probemos que existe r > 0, tal que para todo x € X se
tiene que existe @ € A que satisface B(x,r) C . Si esto no es verdad, entonces para todo k € N, existe
X € X tal que para todo o € A se tiene B(xy, 1/k) Z 6. Es decir,

VkeN; Jx €X talque B(x,1/k)N6;#0  VacA.

Por hipétesis, existird una subsucesion {x; } jen y un elemento X € X tal que x;; — .
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Sea & € A tal que X € 05 y € > 0 que satisface B(%,€) C 6. Sabemos que existe jo € N tal que
xi; € B(¥,€/2) paratodo j > jo. Si se toma j > jo tal que 1/k; < €/2, se tendrd

B(xy;,1/k;) € B(%,€) C 64,
pues
d(z,%) <d(z,x;) +d(x,,X) <e  Yz&€B(x,1/k)),
llegando asi a una contradiccion, pues los elementos x; fueron elegidos de tal forma que
B(xy,1/k)N 6 #0 VaecA.
Por lo tanto, existe r > 0 tal que para todo x € X, se tiene que existe & € A que satisface B(x,r) C 0.

Sea ahora x| € X (cualquiera) y a; € A tal que B(x;,r) C Og,. Si B(x;,r) no recubre a X, tomamos
x2 € X\ B(x1,r) y op € A tal que B(xa,r) C Bg,. Si B(x1,r) UB(x2,r) no recubre X, tomamos x3 €
X\ [B(x1,r) UB(x2,7)] y asi sucesivamente.

En algin momento el procedimiento se detiene, es decir, debe existir una cantidad finita de xy, pues
si no es asi, la sucesién {x; }ren no tiene punto de acumulacién dado que d(xy,xy) > r para k # K.
Concluimos entonces,

n n
X=|JBxr) S b
k=1 k=1
para algiin n € N, encontrando asi un subrecubrimiento finito a partir de {6y }qca, 10 que prueba la

compacidad de X. 0

Ejercicio 2.10 Pruebe que si en un espacio métrico (X,d) se tiene un conjunto C C X compacto,
entonces C es cerrado y acotado.

La reciproca en la anterior propiedad no es cierta, como se muestra en el siguiente ejemplo.

m Ejemplo 2.3.5 Dado el espacio

X = KQ(R) = {{xk}keN g R

N
Zx,% = lim Zx% < +oo 5,
N%ook:()

k>0
dotado de la métrica d : X x X — R definida por

12
d ({xi tken, {Vi bren) = (Z (xk —Yk)2> para {x; }ren, {Vi}ken € X,

k>0
para n € N considere la sucesion {{x} }en }nen definida por
1 sik=n
X = ,
0 sik+#n.
Claramente {x} }xen € X para todo n € N. Ademds, cada uno de estos elementos estd en B|0, 1] (bola

cerrada de centro cero y radio 1). Sin embargo, vemos que B0, 1] si bien es un conjunto cerrado y
acotado, no puede ser compacto, pues la sucesion considerada no tiene punto de acumulacién dado que

d ({xz}keN»{le}keN> =V2  VYnneN n#n.






3. Funciones en espacios métricos

En este capitulo final de la primera parte, estudiaremos funciones y espacios de funciones definidas
en un espacio métrico, comenzando por describir qué significa que una funcién sea continua. Como
hemos recalcado en los capitulos anteriores, el contar con una métrica en un conjunto, nos permitird
definir nuevos conceptos (como la continuidad) de manera anédloga a como hacemos en el conjunto de
los nimeros reales. Finalizaremos el capitulo introduciendo los conceptos de convergencia puntual y
convergencia uniforme de funciones, caracterizando también la compacidad de espacios de funciones a
través del teorema de Arzela-Ascoli.

Dados dos espacios métricos (X,dx) e (Y,dy) consideraremos funciones f : X — Y, es decir,
relaciones que a cada elemento de X le asocian un Unico elemento de Y. Para diferenciar las bolas
(abiertas, cerradas) en los espacios X e Y, estas serdn denotadas por By y By respectivamente.

3.1 Continuidad

Uno de los principales conceptos relacionados con funciones es el de continuidad.

Definicion 3.1.1 — Continuidad. Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y una
funcién. Se dird que f es continua en x( € X, si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

X € Bx(x0,0) = f(x) € By(f(x0),€),

0 equivalentemente

Bx(x0,8) C £ (By(f(x0).€)),
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donde para un conjunto B C Y, el conjunto f~!(B) es la preimagen de B a través de f, es decir,

f'(B)={xeX | f(x) €B}.

Se dice que f es continua si lo es en cada elemento de X.

En la definicién anterior, se pueden remplazar las bolas abiertas por bolas cerradas obteniendo
definiciones equivalentes.

Una caracterizacion de la continuidad, que de hecho es como se define para funciones en espacios
topoldgicos, como se verd en la dltima parte del texto, es la que se demuestra a continuacion.

Proposicion 3.1.1 Una funcién f : X — Y es continua, si y solamente si, para todo abierto 8 C Y
se tiene que £~ () es un abierto de X.

Demostracion. Supongamos que f es continua y consideremos un conjunto abierto 8 C Y. Tomemos
x0 € £1(0), es decir, f(xo) € 8. Como 8 es abierto, existird € > 0 tal que

By (f(x0),€) C 6.

Por la continuidad de f en xy, existird § > 0 tal que

X € Bx(x0,0) = f(x) € By(f(x0),€),

por lo tanto
Bx(x0.8) € /™' (By(f(x0),€)) € f7'(6),
probando asi que f~!(8) es abierto.

Por otro lado, si para todo abierto 8 C Y se tiene que f -1 (0) es un abierto de X, demostremos
ahora que f es continua. Sea xo € X y € > 0. Como By (f(xp), €) es un conjunto abierto, por hipStesis
se tiene que ! (By (f(x0),€)) es abierto. Como

x0 € f~' (By(f(x0),€)),
existird 6 > 0 tal que
B(x0,8) C f~' (By(f(x0),€)) < (x€Bx(x0,8) = f(x) € By(f(x0),€)),

probando asi la continuidad de f en xy. O

Ejercicio 3.1 Pruebe que una funcién f : X — Y es continua, si y solamente si, para todo cerrado
C CY se tiene que f~!(C) es un conjunto cerrado de X.

En la linea de la Proposicién 3.1.1, es posible definir la continuidad en un elemento solo apelando
a conjuntos abiertos, es decir, no haciendo mencién a bolas, como se deja propuesto en el préximo
ejercicio.
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Ejercicio 3.2 Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y una funcién. Demuestre
que f es continua en xo € X, si y solamente si para todo abierto 6y C Y tal que f(xo) € By, se tiene
que existe un abierto 8y C X que contiene a xg y a la vez satisface Oy C f =1 (6y).

El siguiente resultado entrega una caracterizacion de la continuidad de funciones utilizando suce-
siones.

Proposicion 3.1.2 Una funcién f : X — Y es continua en X € X, si y solamente si, para toda
sucesion {x; hreny € X convergente a X se tiene que f(xg) — f(%).

Demostracion. Supongamos que f es continua en X € X y sea {x; }reny una sucesion convergente a x.
Para € > 0, por la continuidad de f existird 6 > 0 tal que

x € Bx(%,6) = f(x) € By(f(%),¢).
Como x; — X, existe ko € N tal que x; € Bx (%, 0) para todo k > ko, por lo tanto
flx) € By(f(%),e)  Vk=>ko,

probando asi que f(xz) — f(%).

Si para toda sucesion {x; }reny € X convergente a X se tiene que f(xx) — f(X), demostremos ahora
que f es continua en X. Supongamos que no lo es, es decir,

Je>0; VkeN (6=1/k); Fx; € Bx(x,1/k) N dy(f(xk),f(X)) > €.

Esto es una contradiccidon con la hipdtesis, pues la sucesidon que se obtiene satisface x; — X pero
f(xx) no converge a f(x). Por lo tanto, f es continua en X. O
Definicion 3.1.2 Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y una funcion. Se dice
que y € Y es el limite de f cuando x tiende a X € X, si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

X € Bx(x,0) = f(x) € By(¥,¢€).

En tal caso se escribe lim f(x) = y.
X—X

lim f(x) = f(x).

X—X

Ejercicio 3.4 Sean (Y;,d,),...,(¥y,d,) espacios métricos e Y =Y; x ... x ¥, el espacio producto

‘ Ejercicio 3.3 Pruebe que una funcién f : X — Y es continua en X € X si y solamente si
| dotado de alguna de las siguientes métricas para y = (y1,...,¥n), 2 = (21,...,2,) € X (donde
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1
n p
dp(%z) = (Z y,,z, ) parap > 1

do(yp2) = méax d;(y;z;).
Si (X,d) es otro espacio métrico, pruebe que la funcién f : X — Y que a cada elemento x € X
le asocia f(x) = (fi(x), fa(x),...,fa(x)) €Y, es continua en ¥ € X si y solamente si, para cada
Jj=1,...,nsetiene que f; : X — Y, es continua en X.

En un espacio métrico (X,d), al ser d : X x X — R una funcién, es natural preguntarse sobre su
continuidad. La respuesta a esto es enunciada en el préximo ejercicio.

Ejercicio 3.5 En un espacio métrico (X,d), demuestre que la distancia d : X x X — R es una
funcién continua, considerando en el espacio producto X x X, alguna de las métricas usuales (ver
pagina 22).

Ejercicio 3.6 Sean (X,dx), (Y,dy)y (Z,dz) tres espacios métricosy f: X — Y, g: Y — Z dos
funciones tales que f es continua en X € X y g es continua en f(x). Pruebe que gof: X — Z (f
compuesta con g) es continua en .

Teorema 3.1.3 Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — ¥ una funcién continua. Si
C C X es un conjunto compacto, entonces f(C) C Y es un conjunto compacto.

Demostracion. Sea {6y }qeca un recubrimiento de abiertos (en Y) de f(C). Como f es continua, se
tendrd que {f~'(64)}wca es una familia de abiertos en X (ver Proposicién 3.1.1), que ademds serd un
recubrimiento de C, pues

OclUbescclr!

acA acA

Como C es compacto, existirdn oy, 0, ..., 0, € A tales que

U '(6q,) & f(C Uea/,

probando asi que f(C) es compacto. O

Corolario 3.1.4 Dado un espacio métrico compacto (X,d) y una funcién continua f : X — R,
entonces existen x,,, xy € X tales que

fOm) SfFO) < flm)  VxeX,
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I es decir, la funcién f alcanza un minimo y un maximo en X.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 3.1.3 considerando que un conjunto compacto en R tiene un
minimo y un maximo. O
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Corolario 3.1.5 Sea (X,dx) un espacio métrico compacto y (Y, dy) un espacio métrico. Entonces,
el conjunto
¢X,Y)={f:X —Y | f continua}

dotado de la funcién

do(f,8) = supdy (f(x),8(x)) V[, g€ C(X,Y),

xeX

es un espacio métrico.

Demostracion. Probar que la funcién d.. satisface las propiedades de una métrica resultard de manera
directa (heredara dichas propiedades de dy). Lo que no es directo de observar, es que dicha funcién
esté bien definida, pues al ser definida mediante un supremo, el valor dw.( f, g) podria no estar en R. Sin
embargo, al ser las funciones f y g continuas, y al ser la distancia dy continua (ver Ejercicio 3.5), se
tendrd que la funcién ¢ : X — R, definida por ¢ (x) = dy (f(x),g(x)) es una composicién de funciones
continuas y, por lo tanto, es continua (ver Ejercicio 3.6). De esta forma, aplicando el Corolario 3.1.4, la
funcién ¢ alcanza su maximo sobre el compacto X, concluyendo que dw.(f,g) estd bien definida para
todo fygen € (X,Y). O

A la métrica d.. definida en el corolario anterior, sobre el conjunto de las funciones continuas
definidas en un espacio métrico compacto, se le denomina métrica del supremo o métrica de la
convergencia uniforme.

Definicion 3.1.3 — Uniforme continuidad. Dados dos espacios métricos (X,dy) e (Y,dy), una
funcién f: X — Y se dice que es uniformemente continua, si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que

dX(X,y) <6 = dy(f(X),f(y)) <é&

I Ejercicio 3.7 Pruebe que si una funcién es uniformemente continua entonces es continua.

Observe que en X = R se tiene que f(x) = x?

continua.

es una funcién continua pero no es uniformemente

Proposicion 3.1.6 Si f: X — Y es una funcién uniformemente continua, entonces para todo par
de sucesiones {x¢ }ren, {Vi}ren C X tales que dx (xg,yx) — 0, se tendrd dy (f(x¢), f(vk)) — 0.

Demostracion. Consideremos dos sucesiones {xx }ren, {Vi}ren € X tales que dx (xg,yx) — 0. Para
€ > 0, por la uniforme continuidad de f se tendrd que existe 6 > 0 tal que

dX(x7y) <é = dY(f(x)af(y)) <E&.

Por otro lado, existird kp € N tal que dx (xx,yx) < 6 para todo k > k. Por lo tanto,

dy (f(a), fe) <& Vk=ko,
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demostrando asi que dy (f(xx), f(yk)) — O. O

A continuacién veremos que una funcién continua definida sobre un compacto, es uniformemente
continua.

Proposicion 3.1.7 Sea (X,dx) un espacio métrico compacto, (¥, dy) un espacio métricoy f: X —
Y una funcién continua. Entonces, f es uniformemente continua.

Demostracion. Supongamos que f no es uniformemente continua, es decir, existe € > 0 tal que para
todo k € N existen xg, yx € X que satisfacen

Al < p v dr(fs), f00) 2 € G

Como X es compacto, existirdn X, § € X y dos subsucesiones {x; } jen ¥ {Vk; } jen tales que (xz;,yx;) —
(%,¥), pero como dx (x,yx) — 0 entonces X = y y por la continuidad de f (y de la funcién distancia
dy), se deberia tener

dy (f (x;), f (k;)) = dy (f(%), f(7)) =0,

lo que es una contradiccién con (3.1). ]

En las siguientes definiciones presentamos las funciones Lipschtiz y localmente Lipschitz, para
luego demostrar el teorema de punto fijo de Banach en espacios métricos completos.

Definicién 3.1.4 — Lipschitz. Dados dos espacios métricos (X,dx) e (Y,dy), una funcién f: X —
Y se dice es Lipschitz, si existe L > 0 tal que

dy(f(x),f(y)) < Ldx(x,y)  Vx,y €X.

En caso en que L < 1, se dird que la funcién f es contractante.

Definicion 3.1.5 — Localmente Lipschitz. Dados dos espacios métricos (X,dx) e (Y,dy), una
funcién f: X — Y se dice es localmente Lipschitz en xy € X, si existen € > 0y L > 0 tales que

dY(f(X),f(y)) < de(x,y) Vx,y € B(Xo,s).

Se dice que la funcién es localmente Lipschitz si lo es en cada elemento xg € X.

Ejercicio 3.8 Demuestre las siguientes propiedades:
(1) Si f es Lipschitz, entonces es localmente Lipschitz.
(2) Si f es localmente Lipschitz, entonces es continua.

(3) Si f es Lipschitz, entonces es uniformemente continua.
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Teorema 3.1.8 — Punto fijo de Banach. Sea (X,d) un espacio métrico completoy f: X — X
una funcién contractante, entonces existe un tinico elemento X € X (punto fijo de f) tal que

%= f(%).

Demostracion. Dado x( € X, consideremos la sucesion {x; }reny definida por x;; = f(x¢). Vamos a
probar que esta sucesion es de Cauchy. Sea L € (0,1) la constante de Lipschitz de f, es decir,

d(f(x),f(y) <Ld(x,y) Vx,yeX.

Observe que se tendra:

d(x1,x) = d(f(x0),f(x1)) < Ld(xo,x1)
d(XQ,Xj;) = d(f(xl),f(xZ))SLd(X},XQ)ﬁde(X(),Xl)

d(xi,xir1) = d(f(x-1), (%)) < Ld (x—1,5) < Ld(x0,x1).

Por lo tanto,
d (X, Xkt1) SLkd(xo,xl) Vk>1.

Supondremos x # X1, en caso contrario xo es un punto fijo. Sean n,n’ € N. Sin pérdida de generalidad
supondremos n’ = n+ p. Entonces,

d(xn+p7xn) < d(xmxn-i-l) + d(xn—H 7-xﬂ+2) +- d(xn+p—1 7xn+p)

| | LniLn-&-p L?
< (Ln—l-Ln+ N )d(X(),xl) = <1—L) d(X(),xl) < <1 —L> d(xo,xl) — 0.

De esta forma, para todo € > 0 existe un np € N tal que (%) d(xp,x1) < €y, por lo tanto,

d(xp,xy) < € Y n,n' > no,
concluyendo que la sucesion {x; }xen es de Cauchy.

Por la completitud de X, deducimos que existe ¥ € X tal que x; — . Como x;1 = f(x¢), por la
continuidad de f se debe tener ¥ = f(X), por lo tanto X es un punto fijo de f. Para ver que es unico,
supongamos existe y # ¥ punto fijo de f, entonces d(%,y) >0y

d(x,5) =d(f(),f(y)) <Ld(%,5) = L>1,

lo que es una contradiccién, probando asi la unicidad de . O
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Convergencia puntual y uniforme

En esta seccién definiremos dos tipos de convergencia para una sucesion de funciones (puntual
y uniforme), y veremos algunas relaciones que existen entre ellas. Al finalizar, demostraremos el
teorema de Arzela-Ascoli, que permite determinar cudndo un conjunto de funciones continuas posee
una propiedad de compacidad relacionada con la convergencia uniforme.

Definicion 3.2.1 — Convergencia puntual y uniforme. Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios
métricos y { fi }xen una sucesion de funciones definidas sobre X a valores en Y. Se dice que esta
sucesion converge puntualmente a f : X — Y, si para todo x € X se tiene fi(x) — f(x), es decir,

dy (fi(x), f(x)) = 0.

Se dira que la sucesion converge uniformemente a f : X — Y, si

supdy (fi(x), f(x)) — 0.

xeX

Ejercicio 3.9 Demuestre que si la sucesion { fi ke converge uniformemente a f : X — Y, enton-
ces converge puntualmente.

Teorema 3.2.1 — Dini. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f; : X —> R una sucesion de
funciones continuas que converge puntualmente a una funcién continua f : X — R. Suponga que
la sucesion { fi tkeny € €(X,R) ={h:X — R | h es continua} (funciones continuas de X en R)
satisface la siguiente propiedad:

fir1(x) < filx)  VxeX,VkeN.

Entonces, { fi }xen converge uniformemente a f.

Demostracion. Supongamos que la sucesion { fi }ren no converge uniformemente a f, entonces existe
€ > 0 tal que el conjunto

Co={reX : [f)—filr)| = e} ={xeX : filx) - f(x) = €}

es cerrado y no vacio para todo k € N. Ademds Ci, | C Cy. Por la compacidad de X deducimos que
(ver Proposicién 2.3.3)

() Ct #0.

keN

Sin embargo, para X en esa interseccion, se tendrd
fil®) = f(x)>€e  VkeEN,

lo que es una contradiccién con la convergencia puntual. O



48 Capitulo 3. Funciones en espacios métricos

3.2.1 Equicontinuidad y teorema de Arzela-Ascoli

Para establecer los siguientes resultados, trabajaremos en espacios métricos separables, cuya
definicién entregamos a continuacion.

Definicion 3.2.2 — Espacios separables. Un espacio métrico (X,d) se dice separable, si existe
un subconjunto de X que es denso y tiene cardinalidad numerable.

I Ejercicio 3.10 Demuestre que un espacio métrico compacto es separable.

Dado dos espacios métricos (X,dy) e (Y,dy), consideraremos el conjunto ¢’(X,Y) de funciones
continuas definidas sobre X a valores en Y, es decir,

€X,Y)={f:X —Y | f escontinua}.

Definicién 3.2.3 — Funciones equicontinuas. Un conjunto de funciones .# C €' (X,Y) se dice
equicontinua en x( € X, si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

Bx(x0,8) C f'(By(f(x0),8)) VfeEZ.

Se dird que .# es equicontinua si lo es en cada elemento de X.

Por otra parte, se dice que .%# es uniformemente equicontinua, si para todo € > 0 existe § > 0
tal que
dx(x,y) <6 = dy(f(x).f(v))<e VfeZF.

Ejercicio 3.11 Demuestre que los siguientes conjuntos de funciones son equicontinuas:
(1) Conjunto finito de funciones continuas;

(2) Conjunto de funciones Lipschitz con constantes de Lipschitz acotadas. En este caso pruebe
ademads que este conjunto es uniformemente equicontinua.

Ejercicio 3.12 Si (X,d) es compacto, demuestre que un conjunto .# C % (X,Y) de funciones
equicontinua es uniformemente equicontinua.

Teorema 3.2.2 — Arzela-Ascoli. Sea (X,dx) un espacio métrico separable e (Y, dy) un espacio
métrico completo. Si .# C %' (X,Y) es equicontinua y para todo x € X el conjunto

{flfeFycy

es compacto, entonces para toda sucesion { f; }rey € % existe una subsucesion convergente pun-
tualmente a una funcién f € ¢ (X,Y). La convergencia serd uniforme sobre conjuntos compactos.

Demostracion. Sea D = {x1,x,...} C X el conjunto denso numerable dado por el hecho que X es un
espacio métrico separable. Tomemos { f; }ren € % y probemos que existe una subsucesion convergente
puntualmente para todo x € D.
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Sea x1 € D. Como {fi(x1)},cy € Y es compacto, existird una subsucesion { fi1(x1)} jen conver-
- J
gente. Luego sea x, € D. Como { f;1(x2)} N C Y es compacto, existird una subsucesion { f;2(x2) } jen
J JjE€ J
convergente.
Sucesivamente, como {fp-1(x,)} S Y es compacto, existird una subsucesion { fir (xn)} jen
J jeN ’
convergente.
Consideremos ahora la subsucesion { fiz }nen € {fibren € & . Para x € D, existird 1 € N tal que
x = x;. Observe que
{fiz}n=>r esunasubsucesion de { f }jens
por lo tanto, fi:(x;z) converge en Y. Es decir, { fix(x) },en € Y converge para todo x € D.

Para alivianar la notacion, a esta subsucesion la notaremos { f, } jeny y mostraremos que converge
puntualmente para todo xg € X.

Sea xop € X y € > 0. Por la equicontinuidad, existird 6 > 0 tal que

dx(x0,%) <8 = dy(fi,(x0). () <5 VjEN.

Ademds, existe z € D tal que dy(xo,z) < 8 y como {f;;(z) } jen converge, existird jo € N tal que
€ . .
dy(fi(2) fi, &) <5V, J = Jjo.

Por lo tanto,

dy (fi;(x0), fi, (x0)) < dy (fii;(x0), fi; (2)) +dy (fi;(2), fie, (2)) +dy (fr, (2), fi, (x0)) < €

paratodo j, j' > jo. Es decir, { fi;(x0) } jen €Y es de Cauchy, y como Y es completo, existird f(xp) € ¥
que es el limite.

De esta forma definimos f : X — Y como

f(x)= lim f; (x) VxeX.
jrrbeo

Probemos que f es continua. Sea xo € X y € > 0. Por la equicontinuidad, existird 0 > 0 tal que

i (x0,%) <8 = dy(fiy(x0). S, (0) <5 VIEN = dy(F(x0). S () <.

mostrando asi que f es continua, lo que prueba la primera parte del teorema (convergencia puntual de
una subsucesion a una funcién f € ¢’ (X,Y)). La técnica utilizada se conoce como argumento diagonal
o sucesion diagonal y dice relacién con ir construyendo una subsucesién de subsucesiones y luego
considerar la subsucesion diagonal.

Finalmente, mostremos que se tiene la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos. Sea
C C X un compacto. Entonces, . serd uniformemente equicontinua sobre C (ver Ejercicio 3.12). Lo
anterior implicara que dado € > 0, existird § > 0 tal que

du(xy) <3 = dv(fy(@).fy () <5 VieN
(3.2)

dy(f(3),F0)) < 5.
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Por otra parte, sabemos que existen yy,...,y, € C tales que
n
i=1
Ademas, existird jy € N tal que
€ L .
dy(fkj(y,-),f(yi))<§ Yj>jo, YVi=1,...,n. (3.3)

Por lo tanto, para todo x € C, existird y;- tal que x € B(y;+,0) teniéndose

dy (fi;(x), £ (x)) < dy (fi; (x), fi; Vi) +dy (fi; vie ), f ) +dy (f (i), (X)) <€ V> jo.
~——————

<€/3por(32) <€/3por(33) <€&/3por(32)

Hemos probado entonces que

supdy (fi, (x), f(x)) <& ¥ j=>Jo,

xeX

concluyendo asf que la convergencia de { fi, }jen a f es uniforme sobre C. O

Antes de ver un corolario del teorema de Arzela-Ascoli, que dice relaciéon con la caracterizacién
de la compacidad de conjuntos en el espacio de las funciones continuas %'(X,Y ), introduzcamos la
siguiente definicion.

Definicion 3.2.4 En un espacio métrico (X, d), un conjunto C C X se dice relativamente compacto,
si C es compacto, es decir, si toda sucesion en C tiene punto de acumulacion.

Corolario 3.2.3 Sea (X,dx) un espacio métrico compacto, (¥,dy) un espacio métrico completo y
F C %(X,Y) un conjunto de funciones continuas, espacio que dotamos de la métrica del supremo
(ver definicién en el Corolario 3.1.5). Entonces, .% es relativamente compacto, si y solo si:

(a) ¥ es equicontinua;

(b) Para todo x € X el conjunto {f(x) | f € .#} es relativamente compacto en Y.

Demostracion. Supongamos % es relativamente compacto, entonces se tiene (b) de manera directa,
pues parax € X, y una sucesion {yx }reny C {f(x) | f € .-Z }, se tendrd que existe una sucesion { fi txeny C
F tal que y; = fi(x). Por lo tanto, existird una subsucesion convergente de {yj }ren. Probemos por
contradiccién que también se tiene (a).

Si % no es equicontinua, existe x € X y € > 0 tal que para todo k € N, existe x; € B(x,1/k)y fi € ¥
que satisfacen dy (fi(x), fi(xx)) > €. Como {f }ren tiene una subsucesién convergente {f}; } jen a una
funcién continua f : X — Y y x; — x, se tendrd

dy (fi; (%), fi; (xx;)) < dy (fi; (x), £ (%)) +dy (f (x), f(;)) +dy (f (), fi; () = 0,
— ~~

<deo(fi;f) <dw(fi;>f)

de donde se obtiene una contradiccion.

Para demostrar que si se tiene (a) y (b) entonces .# es relativamente compacto, basta utilizar el
teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 3.2.2).
]



Ejercicios resueltos

Ejercicio 1. Considere el conjunto

6L(R) = {{Xk}keN DYl < +oo}

keN

y la funcién

d({xtken, ideen) = Y, =yl ¥ {udken, itken € G1(R).
keN

Demuestre que (¢!(R),d) es un espacio métrico completo.

Solucion. La funcion d estard bien definida en ¢; (R) x ¢;(R) dado que para {x; }ren, {v }ren € 1(R),
se tendra

0 < d ({xitren, {yitken) < Y bl + Y Iyl < oo
keN keN

Las otras propiedades que confirman d es una métrica, son directamente obtenidas a partir de las
propiedades del valor absoluto y de los limites en R.

Veamos que (¢!(R),d) es completo. Para ello, sea {{x }sen }ncry una sucesion de Cauchy en ¢! (R).
Entonces, para todo € > 0 existe ng € N tal que d ({x,’j}keN, {xZ’}keN) < & para todo n,n’ > ny. Esto
implicard que para todo k € N se tenga

W-xf|<e  Van >n,

de donde se concluye que para todo k € N la sucesion {x} } ,eny C R es de Cauchy. Como R es completo,
entonces para todo k € N existe x; € R tal que HT X = X.
n——oo
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Probemos que {x; }ren € €' (R). Como {{x?}1en tnen es de Cauchy, en particular es una sucesién
acotada (ver Proposicion 2.1.5) y, por lo tanto, existe M > 0 tal que

Y Il<M  VneNl.
keN

De esta forma se tendra,
N

K|<M VneN,VNeN,
k=0

Haciendo tender n — oo deducimos

N
\xk| <M VNeN,
k=0

que permite concluir {x; }rey € £1(R).

Finalmente, probemos que d ({x{ }xen, {xx }xen) — 0 cuando n — oo, Para € > 0 sabemos existe
no € N tal que

d ({xZ}keN,{xZ,}keN> = Z | X% —xz/| <e Y n, n' > ng.
keN

Entonces, para todo N € N se tendra
N /
Y i—xil<e  Vn ' >n.
k=0

Tomando limite n' — 4c0, obtenemos

N
Y I —xl<e Vn>ng, VNeN,
k=0

que permite concluir d ({xz}keN, {x} keN) < € para todo n > ngp, demostrando asi

d ({x} tken, {%k Frenw) — 0.
[ |

Ejercicio 2. Sea (X, || - ||x) un espacio vectorial normado y C C X un conjunto compacto y no vacio.
Considere el siguiente conjunto

L(C)={f:C— R | f esLipschitz }

y la funcién || - || : L(C) — R definida por

1711 =suplr)l -+ sup VO =IOy e ),

x,y€C; x£y Hx*yHX

Para la funcién d : L(C) x L(C) — R definida por d(f,g) = ||f — &
espacio métrico completo.

, pruebe que (L(C),d) es un
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Solucion. Si se demuestra que || - || es una norma, se tendrd que (L(C),d) es un espacio métrico. Para
ello, escribiremos || - || de la siguiente forma

1= 1l 171 =sup )]+ sup PO=ION g e ),

x,y€C; x#y Hx_yHX

y probaremos que || - ||« ¥ || - || son normas sobre L(C). De la definicién de L(C) (funciones Lipschitz
que en particular son continuas) se obtendra que || - || ¥ || - || estdn bien definidas, pues dado que C es
compacto, se tiene || f|l» < +oo (por la continuidad de f) para todo f € L(C). Adicionalmente, para
f € L(C), como es Lipschitz, también se tendra que

HfHL: sup ’f(x)_f(y)‘ < +oo

x,y€C; x#£y H)C _)’HX

Las otras propiedades que confirman || - || y || - || son normas, son directamente obtenidas a partir
de las propiedades del valor absoluto y del supremo.

Probemos que (L(C),d) es completo. Sea {fi txeny € L(C) una sucesién de Cauchy. Es directo
probar que para todo x € C, la sucesion { fi(x) }ren C R es de Cauchy, por lo tanto existird f(x) € R
tal que kh’m fi(x) = f(x). Se define asi una funcién f: C — R.

oo

Veamos que f € L(C). Como { fi }reny € L(C) es de Cauchy, en particular es una sucesion acotada
(ver Proposicién 2.1.5), por lo tanto existird M > 0 tal que

dO,f) = fill = Ifillo + lfill. <M VkeN.

En particular, para x, y € C, se tendrd

k() = i) < [l fellellx=ylx <Mlx=yllx  VKEN, Vx, yeC.

Tomando limite k — oo, como | - | es una funcién continua, deducimos

f) = fOI<Mllx=ylx  Vx yeC,

concluyendo asi que f € L(C).

Finalmente, demostremos que || fx — f|| — 0. Para ello, probemos que || fx — f|l« = Oy || fi — fllo —
0. Dado € > 0, como {fi }xeny € L(C) es de Cauchy, existird ko € N tal que

Ifimfele<e y |fi-fell<e Vk K >k.
Lo anterior implica que

1filx) = fu(x)| <& VxeC, VK >k

|(fe(@) = i) = (fe () = fu D) < €lle =yl Vx, y €C, ViK' = ko.

Tomando limite k¥’ — +oo, se deduce

Ifi(x) = f(x)| <& VxeC,Vk>k
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() = i) = (F() = f) < ellx =yl Vx, yeC, Yk ko,

concluyendo
lfi—flloe<e 'y Ifi=fle<e  Vk=>ko,

demostrando asi lo deseado.

Ejercicio 3. Considere un espacio métrico (X,d) y dos funciones continuas f, g: X — R.
1. Pruebe que para todo A € R se tiene que la funcién i : X — R, definida por
h(x) = f(x)+2Ag(x)  xeX,

es continua.

Solucion. Si A =0 el resultado es directo, pues la funcién h = f + A g = f es continua de acuerdo
al enunciado. Supongamos entonces A # 0.
Seax € X y e >0.Como fy g son continuas en x, se tendrd que existen J;, 5, > 0 tales que

d(xy) <8 = [f0)=fO) <5

£

dx,y) <& = Ig(X)*g(y)|<m-

Por lo tanto, definiendo 8 := min{d, 5, } se tendra

d(x,y) <& = [f(x) +Ag(x) = f(y) =Ag()| < |f (x) = F()| + |Allg(x) —g(¥)] <,
concluyendo asi que f+ Ag es continua en x. |

2. Para o, B € R considere los siguientes subconjuntos de X:

A={xeX : fx)—glx)>a} y B:={xeX : f(x)+gkx) <pB}.

Demuestre que A es cerrado y B es abierto.

Solucion. Para a, B € R se observa que los conjuntos A y B se pueden escribir de la siguiente
forma:

A=(f—g) '((a,+e)), B=(f+g) ' ((—e,p)). (3.4)

Por otro lado, por la parte anterior se tiene que las funciones f — gy f + g son continuas. Por
lo tanto, como [, +0) es un conjunto cerrado de R y (—eo, ) es abierto, deducimos que A es
cerrado y B es abierto en X, en virtud de las expresiones indicadas en (3.4) (preimagenes de un
conjunto cerrado y de un conjunto abierto a través de funciones continuas; Ver Ejercicio 3.1y
Proposicion 3.1.1). u

3. Para los mismos conjuntos A y B definidos en el punto anterior, pruebe que

{xeX : fx)—glx)>a}Cint(A) y BC{xeX : f(x)+gx) <B}.
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Solucion. Como A*:={x€X : f(x)—g(x)>a}=(f—g) ' ((at,+)), f — g es una funcién
continua y (o, +e0) es un conjunto abierto en R, se tiene que A* es abierto que ademads estd
contenido en A. Por lo tanto A* C int(A) pues int(A) es el conjunto abierto més grande contenido
en A (ver Ejercicio 1.11).

Similarmente, observamos que B* := {x € X : f(x)+g(x) <B} = (f+g) ' ((—,B]) esun
conjunto cerrado, por ser f + g una funcién continua y (—eo, B] un conjunto cerrado en R. Como
B C B* se deduce B C B*. [ |

Ejercicio 4. En un espacio métrico (X,d), considere un conjunto no vacio C C X y la funcién d¢ :
X — R definida por

de(x) := yl'ggd(x,y),

denominada funcién distancia al conjunto C. Por la Proposicion 1.2.6 la funcidn d¢ esta bien definida.

1. Pruebe que d¢ es continua en todo punto de X.

Solucion. Sean x, y € X. Entonces,
dc(x) <d(x,z) <d(x,y)+d(yz) VzeC.

De aqui se concluye
dc(x) < d(x,y) +dc(y)-

Intercambiando los roles de x e y, deducimos
’dC(x)_dC(y)‘Sd(xay) V%)’ny
por lo tanto dc(-) es Lipschitz y, en consecuencia, es una funcion continua (ver Ejercicio 3.8). W

2. Para dos conjuntos no vacios A, B C X se define

dist(4,B) :=inf{d(a.b) | a € A, b € B} = fnf ds(b) = inf dp(a),
€ ac

donde d4(-) y dp(-) son las funciones distancia a los conjuntos A y B respectivamente. Si A es
compacto y B es cerrado, demuestre que AN B = 0 si y s6lo si dist(A,B) > 0.

Solucion. Si ANB # 0, mostremos que dist(A4,B) = 0.

Alternativa 1: Sea ¥ € AN B. Entonces d4 (x) = 0, pues A es un conjunto cerrado (ver Proposicién
1.2.6) y, por lo tanto,
0 < dist(A,B) = ;’n};dA(b) < dy (%) =0.
€

Alternativa 2: Sea ¥ € AN B. Entonces,
inf{d(a,b) : a€ A, b€ B} <d(x,X),

luego 0 < dist(A,B) <0, por lo tanto dist(A,B) = 0.

Supongamos ahora dist(A,B) = 0 y mostremos AN B # 0.
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Alternativa 1: Por definicién del infimo, para cada k € N existe ay € Ay by € B tales que

1 1
0 S d(ak,bk) é dlst(A,B) + % = %

Como A es un conjunto compacto, existe @ € A y una subsucesion {a, } jen tal que a;; — a. Se
tendrd ademas que by; — a pues

1
d(bkj7c_l) < d(bkjaakj) +d(akj7c_l) < ki +d<akj7a) — 0.
J

Como A y B son conjuntos cerrados, y recordando que ai; € A'y by; € B, se tendra entonces

lim a, =ac€A
Joree

lim by, =aeB,
Jorteo
concluyendo @ € AN By, por lo tanto, AN B # 0.

Alternativa 2: Sabemos que dp : X — R es una funcién continua y como A es compacto,
entonces dp alcanza un minimo en A (ver Corolario 3.1.4). Sea ag € A tal que

dB(a()) = ilelgdB(a)

Tenemos que B es cerrado y dg(ag) = 0, por lo tanto ap € B, luego AN B # 0.
|

. Sean K, U C X con K compacto no vacio y U abierto tal que K C U. Demuestre que existe un

conjunto abierto V C X, tal que
KCVCVCU.

Solucion. Alternativa 1: Como U es un conjunto abierto, se tiene que para todo x € U, existe
& > 0tal que
B(x,&) C Blx,&] CU.

Por lo tanto,

U B(x,&) = | Blx,&] =U.

xeX xeX

Como K C U y K es compacto, existirdn xi,...,x, € U tales que

n n
K C | JB(xj,&,) C | JBlxj,&,] CU.
j=1 j=1

Si definimos ;
V= U B()Cj,ng)7

Jj=1
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se tiene que V es abierto (unién de conjuntos abiertos) y

n
V C |JBlxj, &),
j=1

puesto que el conjunto del lado derecho es un cerrado (unidn finita de cerrados) que contiene a V.
Por lo tanto,
KCVCVCU.

Alternativa 2: Se tiene que K es compacto, U abierto y K C U, por lo tanto U° es cerrado
y KNU® = 0. Por el resultado de la parte anterior, tenemos que dist(K,U¢) > 0. Definamos
ri= %dist(K, U°¢). Como K es compacto, existen xp, - ,x, € K tales que

n
K C U B(xj,r).
j=1

Definamos ahora

=
[
-

B(xj,r).

~.
Il
—_

n
El conjunto |J Blx;, r] es cerrado, puesto que es union finita de conjuntos cerrados, por lo tanto
j=1

n
VvV C U Blxj,r].
j=1

n
Demostremos ahora que |J Blxj,r] CU.

j=1
n

Seax € |J Blxj,r], luego x € B[xj,,r] para algtn jo € {1,---,n}. Paray € U se tiene que
j=1
d(x,y) >d(xj,,y) —d(x,xj,) > dye(xj,) —r > 2 dist(K,U") —r =r >0,

por lo tanto dye(x) > 0. Como U es cerrado, tenemos que x € U.
Hemos demostrado que

n
KCVCVC|JBlx,rCU,
j=1
concluyendo que existe V conjunto abierto tal que
KCVCVCU.

Ejercicio 5. Considere un espacio métrico (X,d).
1. Pruebe que un conjunto D C X es denso, si y solamente si, para todo r > 0 se tiene que

X C |JBO,r). (3.5)
yeD
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Solucion. Supongamos que D C X es denso. Entonces, para todo r > 0 y x € X, se tendrd
B(x,r)ND # 0 (ver Lema 2.1). Tomando y € B(x,r) N D se tiene x € B(y, r), probando asf la
inclusién (3.5).

Supongamos ahora que para todo r > 0 se tiene la inclusion (3.5) y consideremos un abierto
0 # 0. Para x € 6 se tendré que existe r* > 0 tal que B(x,r*) C 6. Por otro lado, como se tiene
(3.5) para r = r*, existird y € D tal que x € B(y,r*). Esto implica que y € B(x,r*) C 6. Por lo
tanto 8 N D # 0, probando asi que D es denso.

|

2. Demuestre que si (X,d) es compacto, entonces es separable, es decir, existe un conjunto denso
D C X de cardinalidad numerable.

Solucion. Por la compacidad de X sabemos que para cada k € N existe un conjunto de cardinali-
dad finita A; C X tal que
X c B 1/k).
YEAL

Probemos que D = |J Ay, que es de cardinalidad numerable, es denso. Tomemos un abierto 6 # 0.
keN
Para x € 6 se tendrd que existe r* > 0 tal que B(x,r*) C 6. Consideremos k* € N tal que &* > 1/r".

Por otro lado, existird y € Ay~ tal que x € B(y, 1 /k*), por lo tanto, y € B(x,1/k*) C B(x,r*) C 0,
probando asi que 6 ND # 0, lo que nos permite concluir que D es denso. |

Ejercicio 6. Sea (X,d) un espacio métrico. Para un conjunto A C X recordemos se define la funcién
distancia dy : X — R por

da(x) := )%relff‘d(x,y).

1. Dado un conjunto A C X y r > 0, considere B(A,r) := {x € X | da(x) < r}.

a) Pruebe que

B(A,r) = U B(y,r).

yEA

Solucion. Del Ejercicio 4 se tiene que la funcién d4 : X — R es continua. En consecuencia,
los conjuntos B(A, ) = d, ' ((—eo,r)) son abiertos. Sea ahora x € B(A, r). Se tiene entonces
que da(x) < r, por lo que existird y € A tal que d(x,y) < r, lo que nos permite concluir que

x € U B(y,r). Por otro lado, si x € |J B(y,r), existird y € A tal que da(x) <d(x,y) <r,
yEA yEA
concluyendo que x € B(A,r). |

b) Demuestre que si A es cerrado, entonces A = () B(A,1/k), y concluya que todo conjunto
keN
cerrado es una interseccién numerable de conjuntos abiertos.

Solucion. Observar que para todo conjunto A y r > 0, se tiene que A C B(A, r), por lo tanto

AC () B(A,1/k).
kEN
Six e N B(A,1/k), entonces dy(x) < 1/k para todo k € N, por lo tanto d4(x) = 0. Esto
keN
implica que x € A, pero si A es cerrado, entonces x € A, probando asf la igualdad deseada.
[
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2. Parados conjuntos A, B C X se define dist(A, B) := inf{d(x,y) | x € A; y € B}. Si B es compacto,
pruebe que dist(A,B) = 0siy solo si ANB # 0.

Solucion. Sidist(A,B) =0, entonces para todo k € N existird x; € A e y; € B tales que d (xg, yx) <
1/k. Como B es compacto, existird una subsucesién {y;;} jen y un elemento y € B tales que
Yi; — . Como d(xg,yr) < 1/k deducimos que x;; — y y, por lo tanto, j € AN B.

Supongamos ahora AN B # 'y tomemos x € AN B # 0. Para todo € > 0 se tendrd B(x, &) NA # 0.
Es decir, para todo € > 0 existird y € A tal que dist(A,B) < d(x,y) < €, concluyendo asi que
dist(A,B) = 0. n

Ejercicio 7. Sean (X,dy) e (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y una funcién.

1. Si (Y,dy) es completo y f: X — Y es uniformemente continua, biyectiva y su inversa es
continua, pruebe que (X,dy) es también completo.

Solucion. Sea {x;}ren C X una sucesion de Cauchy y € > 0. Por la uniforme continuidad de f,
sabemos que existe & > 0 tal que

dx(x,y) <8 = dy(f(x),f(y)) <e.

Por otro lado, existird ko € N tal que dy (xg,xp) < 0 para todo k,k’ > k. Por lo tanto,

dy (f(xx), flxw)) <€

para todo k,k" > ko, probando asi que {f(x¢)}reny C Y es una sucesion de Cauchy. Dado que
Y es completo, existird z € Y tal que f(x;) — z. Como x; = f~'(f(xx)) y f~! es continua, se
tiene que x; — f~!(z), por lo tanto la sucesion {x; }ren es convergente, permitiendo concluir la
completitud de X. [ ]

2. Si para todo conjunto A C X se tiene que f(A) C f(A), demuestre que f es continua.

Solucion. Supongamos existe x € X donde f no es continua. Es decir, existird € > 0 tal que
para todo k € N existe x; € B(x, 1/k) que satisface dy (f(x), f(xx)) > €. Deducimos que x; — x.
Definamos el conjunto A = {x; }ren. Como x € A se tiene que f(x) € f(A) y, por la hipétesis,
entonces f(x) € f(A). Esto implicard que B(f(x),€) N f(A) # 0. Como f(A) = {f(xx) }ren
existird k € N tal que f(x;) € B(f(x),€), pero esto contradice la desigualdad dy (f(x), f(xx)) > €,
por lo tanto la funcién f debe ser continua. |

Ejercicio 8. Sea (X,d) un espacio métrico completo y f : X —> X una funcién tal que f" =
n veces

—_——
fofo---of escontractante para algin n > 1.
1. Mostrar que todo punto fijo de f es punto fijo de f”.
2. Demuestre que si ¥ € X es punto fijo de f”, entonces es punto fijo de f.

3. Pruebe que f tiene un tnico punto fijo.



60 Capitulo 3. Funciones en espacios métricos

Solucion. Six € X es punto fijo de f, entonces f(X) = . Aplicando f a la anterior igualdad, se obtiene
JU@®) =% = (%) =%

Haciendo esto un nimero k de veces, se tendrd que f* (¥) = &, por lo tanto X serd punto fijo de f* para

cualquier k € N, probando asf la primera parte.

Como f" es contractante y (X, d) es un espacio métrico completo, entonces existe un tnico elemento
X € X tal que f"*(x) = x (ver Teorema 3.1.8). Al aplicar f a la anterior ecuacién se obtiene

@) = (%) = (%),
concluyendo que f(X) es punto fijo de f”, pero el punto fijo de f” es tnico e igual a X, por lo tanto
f(x) = X, demostrando asi la parte (b).

Por la parte (b) la funcién f tendrd un punto fijo, dado que f” lo tiene. Este serd tinico pues si
hubiese otro, eso implicaria que f" tiene dos puntos fijos diferentes (por la parta (a)), lo que no puede
suceder.

|

Ejercicio 9. Considere el espacio ¢'([0, 1]) de las funciones continuas definidas sobre el intervalo [0, 1]
a valores en R, es decir,

C([0,1]) ={f:[0,1] — R | f es continua },
dotado de la métrica

de(f,8) = sup |f(1) —g(t)|-

1€(0,1]
Sea .7 C ¢([0,1]) un conjunto de funciones tales que:
» f(¢) (la derivada de f en t) existe para todo f € .% y todot € (0,1).

= Las imdgenes de t = 0 para f € .% estan uniformemente acotadas, es decir,

sup | f(0)] < H-oo.
feF

= Las derivadas de las funciones en . estdn uniformemente acotadas, es decir,

sup sup |f(¢)] < +oo.
feF1e(0,1)

Demuestre que el conjunto . es relativamente compacto en el espacio métrico (¢([0,1]),dw).

Solucion. Por el Teorema 3.2.2, y dado que [0, 1] C R es compacto, basta probar que .% es equicontinua
y que para todo ¢ € [0, 1] el conjunto

)| feF}ICR

es relativamente compacto, que es equivalente (en R) a mostrar que es acotado. Para demostrar lo
anterior probaremos que las funciones en .% son Lipschitz con la misma constante.
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Como las funciones en .Z son diferenciables en (0, 1), por el teorema del valor medio se tiene que
para todo #1, t; € (0, 1] existe ¢* entre t; y 1, tal que

()= f2) = f(") (1 —n).

Como
L= sup sup |f(t)] < oo
fe’gé‘te(()?l)

se tendrd que
lf(t)—f)| <Lh—n| Vu,€(0,1],VfeF,

concluyendo asi que todas las funciones en .% son Lipschitz de constante L. Esto prueba que . es
equicontinua.

Ahora, dado ¢ € (0, 1] se tendrd, nuevamente por el teorema del valor medio, que existe t* € (0,¢)
tal que

[F@)] =1f )+ f0)| < L+£(0)].

Como
M = sup |f(0)| < 4o VfeZ,

fez

deducimos
{f&)| feF} C[-(L+M),L+M],

por lo tanto {f () | f € .7} es relativamente compacto para todo ¢ € [0, 1]. |
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4.1

4. Definiciones preliminares

Conceptos iniciales, ejemplos y analogias

En esta segunda parte del texto, el objeto de estudio serdn los espacios vectoriales normados. Como
se demostr6 en la Proposicion 1.1.3, un espacio vectorial normado es en particular un espacio métrico,
por lo que para variados resultados haremos referencia a la primera parte del texto.

Luego de introducir los conceptos preliminares que nos permitirdn desarrollar los contenidos,
veremos algunas propiedades para espacios vectoriales normados de dimensién finita, para estudiar a
continuacion ciertos espacios de funciones importantes, enunciado y demostrando resultados fundamen-
tales de andlisis funcional, los que también serdn estudiados en el curso del mismo nombre mas adelante
en la carrera. También introduciremos los espacios de Hilbert, de manera muy preliminar, viendo
resultados como la existencia de la proyeccién sobre conjuntos convexos cerrados o el Teorema de
representacion de Riesz. Esta parte la culminaremos con el capitulo de diferenciabilidad para funciones
definidas sobre espacios vectoriales normados.

Recordemos de antemano la definicion de un espacio vectorial sobre un cuerpo K, que a lo largo
del texto serd por defecto el conjunto de los nimeros reales R.

Definicion 4.1.1 Un conjunto X, dotado de dos operaciones +: X x X — X (suma)y - : X x K —
X (multiplicacién por escalar), se dice que es un espacio vectorial, si:

= La operacién suma es conmutativa, asociativa, existe un tinico neutro en X (denotado por Ox
o simplemente 0) y para todo elemento x en X existe un tinico inverso para esta operacion
(denotado por —x);

= [a operacién multiplicacién por un escalar es asociativa y distribuye con respecto a la
operacién suma, es decir

Alx+y)=Ax+Ay VA€K Vx yeX.
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Si a un espacio vectorial se le dota de una funcién denominada norma, estaremos en presencia
de un espacio vectorial normado. El concepto de norma, se puede asimilar al de la magnitud de un
elemento (vector) en un espacio vectorial o, haciendo alusién a la nocién de métrica estudiada en la
primera parte, seria la distancia al cero del espacio vectorial.

Definicién 4.1.2 En un espacio vectorial X sobre un cuerpo K (R o C), una funcién |- || : X — R
se dice que es una norma sobre X, si:

[

. ||x]| > 0 para todo x € X;
2. [x[|=0 & x=0;

3. ||[Ax|| = |A]| ||x|| paratodo A € Ky x € X;
4. |[x+y| < |lx||+||y|l para todo x, y € X (desigualdad triangular).
En este caso, se dice que (X, || - ||) es un espacio vectorial normado.

Ejercicio 4.1 Considere los siguientes ejemplos de conjuntos y funciones y demuestre que son

espacios vectoriales normados:
" 1/p
Ixllp = (Z Ix,'IP) ,
j=1

donde para x € R" estamos escribiendo x = (xy,...,x,).

(2) X =R"yla funcién || - || : X — R definida por

(1) X =R"y para p > 1 la funcién

[Ixlleo = maéx |
j=1,...n
(3) X = /»(R) (ver Ejercicio 1.4) y

1/2
[{xx brenll = <Z(xk)2) para {x;}ren € X.

k>0

4) X =%([0,1]) (ver Ejercicio 1.3) y
1
I71= [ Ur@ldr parasex.

(5) Dado un conjunto A e (Y, || - ||y) un espacio vectorial normado, considere

X=d(AY)={f:A—Y | sup|f(x)|ly <o}

XEA
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y la funcién
1Fllx = sup [lf(x)]ly-
XEA

Pruebe que (X, || - ||x) es un espacio vectorial normado.

(6) Si (X1, /[1)s---s(Xn, || ]|n) son espacios vectoriales normados, pruebe que el espacio pro-
ducto X = X; X --- X X, dotado de alguna de las siguientes funciones

1

n p
Il = { X Il para p > 1
=1
el = méx sl
=1,...,n
es un espacio vectorial normado, donde x = (x1,...,x,) € X,conx; € Xjpara j=1,...,n.
@ Dado que un espacio vectorial normado (X, || -||) se puede ver como un espacio métrico, al

considerar la distancia d(x,y) = ||x — y|| para x, y € X (ver Proposicién 1.1.3), no definiremos
nuevamente los conceptos de abierto, cerrado, interior, adherencia, compacidad, convergencia
de sucesiones, continuidad de funciones (uniforme continuidad, Lipschitz, etc.), ni limites de
funciones, es decir, no volveremos a introducir los conceptos iniciales asociados a la topologia
(relacionados con los conjuntos abiertos), pues estos ya han sido abordados en el contexto de
espacios métricos en la primera parte del texto, entendiendo que cuando nos referimos a estos
conceptos en espacios vectoriales normados, nos estamos refiriendo a los obtenidos con la métrica
que induce la norma.

Proposicién 4.1.1 En un espacio vectorial normado (X, || - ||), 1a norma es una funcién continua.

Demostracion. Por la desigualdad triangular de la norma se tendra
=yl < =yl Vx, yeX,

por lo tanto lanorma || - || : X — R es una funcién Lipschitz y, en consecuencia, continua (ver Ejercicio
3.8). O

Anélogo al concepto de métricas equivalentes (ver Definicién 1.3.1), tendremos la nocién de normas
equivalentes.

Definicion 4.1.3 Sobre un espacio vectorial X, dos normas || - ||; y || - || se dicen equivalentes, si
existen ¢y, ¢ > 0 tales que

crllx|lr < lxll2 < eallx[1 VxeX.

Es directo ver que dos normas equivalentes definirdn métricas equivalentes, por lo tanto, definirdn
los mismos conjuntos abiertos (ver Teorema 1.3.1).
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Un caso interesante de analizar, es cuando se tiene un producto finito de espacios vectoriales
normados. Es decir, si (X1, ]|+ [[1),---,(Xn, || -||») son espacios vectoriales normados, se considerara el
espacio producto X = X| X ... x X,, dotado de alguna de las siguientes normas para x = (xj,...,x,) € X
(donde x; € X))

1

P

n
el = | X il para p > 1
j=1

Il = max .
J n

=1,...,

Las anteriores normas seran denominadas a lo largo del texto, como normas usuales, cuando se
trabaje en un producto finito de espacios vectoriales normados.

Ejercicio 4.2 Dado n > 2, demuestre que en el espacio producto X = R” las normas definidas
anteriormente, donde en R se considera aquella inducida por el valor absoluto, son equivalentes
entre si.

Sobre la completitud de un espacio vectorial normado, tenemos la siguiente definicién.

Definicion 4.1.4 — Espacios de Banach. Si un espacio vectorial normado (X, || - ||) es completo
(visto como espacio métrico), se dice que es de Banach.

Otra definicién entregada en el contexto de espacios métricos, que se puede escribir de manera mas
simple en espacios vectoriales normados, es la de conjunto acotado (ver también Definicién 2.1.2).

Definicion 4.1.5 En un espacio vectorial normado (X, || - ||), se dice que un conjunto A C X es
acotado, si existe M > 0 tal que

ACB(OM)={zeX||z|| <M}.

Operadores lineales

En esta seccidn, introduciremos el concepto de funciones u operadores lineales, definidos sobre
un espacio vectorial normado a valores en otro espacio vectorial normado, analizando algunas de
sus propiedades. Estas funciones constituyen una clase muy importante en analisis, pues, entre otras
razones, los diferenciales o derivadas que veremos al final de esta parte, son operadores lineales, los
que nos permitiran hacer aproximaciones de primer orden de diversas funciones.

Definicion 4.2.1 Dados dos espacios vectoriales X e Y sobre un cuerpo KK, una funcién £ : X — Y
es lineal si

Lx+Ay) =L(x)+AL(y) Vx,yeX, VA eK.
Si (X, llx)e (Y,]|-]|y) son dos espacios vectoriales normados sobre R, definiremos el conjunto
Z(X,Y)={:X — Y | L eslineal y continua}, (4.1)

que es el espacio vectorial de las funciones lineales continuas definidas sobre X a valores en Y.
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Una de las particularidades de los operadores lineales, es la caracterizacion de la continuidad de
estos.

Teorema 4.2.1 Sean (X, || -||x) e (Y,||-|ly) dos espacios vectoriales normados y ¢ : X — Y una
funcién lineal. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) £ es continua;
(b) £ es continua en un punto;
(c) £ es continua en x = 0;

(d) Existe L > 0 tal que
[y <Llx[x  VxeX.

Demostracion. (a) = (b) es evidente. Comencemos probando (b) = (c). Sea xy € X el elemento donde
¢ es continua. Entonces, para € > 0 existird 0 > 0 tal que

lx—xollx <& = [[6(x) —£(xo)lly = [[{(x—x0)[ly <E&.
Lo anterior quiere decir (haciendo el cambio de variable y = x — xg) que
[y =0llx = lyllx <& = [[€W)lly = [[£(y) = £(0)[ly <,

es decir, £ es continua en 0.

(¢) = (d): Tomemos € = 1. Por la continuidad de £ en cero, se tendrd que existe > O tal que

1y =0llx = lIyllx <& = [I€W)lly = [16(y) = £(O)[ly < 1.

Por lo tanto, para todo x € X \ {0}, definiendo y = dx/2|x||x, como ||y||x < 8, entonces

1)y = Hg <2H6x)\clx>

teniéndose la dltima desigualdad para todo x € X, concluyendo asi (d).

2
<1 = |ty < 5 [lx[|x

Y ~—
L

(d) = (a): Seaxp € X y € > 0. Si L =0, entonces £ es idénticamente cero, por lo tanto es continua.
Supongamos L > 0 y definamos 6 = € /L, entonces, si y es tal que ||y — xo||x < & se tendrd

1€(y) = £(x0)ly = [1€(y —x0)[ly < Llly—xollx < L& =,

por lo tanto, £ es continua en xgp, y como elegimos cualquier elemento xo, hemos probado que es
continua en todo X.
O

Proposicion 4.2.2 Dados dos espacios vectoriales normados (X, || -||x) e (¥,]| - [|y), el espacio
vectorial .Z(X,Y) (ver (4.1)) dotado de

O(x
HEHZ(X,y) = sup H ( )HY
x€X\{0} [E3[5%

es un espacio vectorial normado. Ademds, la norma || - || #(x,y) se puede escribir de las siguientes




70 Capitulo 4. Definiciones preliminares

maneras:

1l zxy) = sup [léx)lly=sup [[€(x)]r- (4.2)
xEBx[0,1] x€X,|lx||x=1

Demostracion. Por el Teorema 4.2.1, vemos que la norma ||¢|| ¢ (x y) estd bien definida para £ €
Z(X,Y), pues el supremo que la define estd acotado superiormente (ver parte (d) del Teorema 4.2.1).
Probar que || - || ¢ (x y) satisface las propiedades de una norma, es directo y se deja como ejercicio
propuesto.

Demostremos la segunda igualdad en (4.2) quedando la primera también como ejercicio propuesto.
Es claro que si x € X \ {0}, entonces z = x/||x||x satisface ||z||x = 1, y ademads

[1£G0) [l
[I*l1x

= €@ ly,

por lo tanto se tiene la siguiente igualdad de conjuntos en R

{ 1G]l yxex\{O}} ={t@)|ly | z€ X, ||zllx = 1},

[Ixllx

obteniendo asi (tomando el supremo de ambos conjuntos)

l(x
Wlzor = sup LD o ey
wex\foy IXllx  zex =1

O]

Corolario 4.2.3 Dados dos espacios vectoriales normados (X, || - [|x) e (¥,]| - ||v), para toda funcién
e Z(X,Y) (lineal continua) se tendra

[€)lly < [l zxplixllx — VxeX.

Demostracion. Es directo de la definicién de la norma || - || ¢(x y) en Z(X,Y). O
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En esta capitulo, demostraremos que en espacios vectoriales normados de dimension finita, todos
los operadores lineales son continuos y todas las normas son equivalentes. Ademads probaremos una ca-
racterizacion para los conjuntos compactos en estos espacios, analizando algunas de sus consecuencias.

Toda lineal es continua

Como se deja propuesto probar en el Ejercicio 2.10, todo conjunto compacto serd cerrado y acotado,
no siendo la reciproca necesariamente verdadera. En el siguiente resultado, vemos que la reciproca se
tiene en R” dotado de algunas de las normas definidas en (6) del Ejercicio 4.1.

Proposicion 5.1.1 Si al espacio R” lo dotamos con alguna de las normas definidas en (6) del
Ejercicio 4.1, entonces todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

Demostracion. Por el Ejercicio 4.2, sabemos que las normas definidas en (6) del Ejercicio 4.1 para R",
son todas equivalentes entre si, por lo tanto, sin pérdida de generalidad solo trabajaremos con la norma

H : HOO-

Sea C C R" un conjunto cerrado, acotado y no vacio. Consideremos una sucesion {x; }ren C C.
Sabemos que existe R > 0 tal que

x=(xt,..., X)) €[-R,R] x---x[-R,R]  VkeN.

Por lo tanto, {x} }xen C [—R, R] tiene una subsucesién convergente (pues [—R, R] es compacto en R), que
notaremos {xlil } jen. Luego, {xi1 }jen € [—R, R] tiene una subsucesion convergente, que denotaremos
j J

{xi2 }jen. Esto lo hacemos hasta llegar hasta n, es decir, hasta tener una subsucesion {xer}jen €C, dela
i
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cual por construccidn todas sus componentes serdn convergentes, concluyendo asi que esta subsucesion
(de vectores, o elementos en el espacio producto) es convergente. Lo anterior prueba que C es compacto,
gracias al Teorema 2.3.4. O

Analicemos la continuidad de funciones en espacios vectoriales normados de dimensién finita,
comenzando con R".

Lema 5.1 Sea (X, || -||x) un espacio vectorial normado. Entonces, toda funcién lineal 7 : R" — X es
continua, donde R” estéd dotado de la norma || - ||.

n
Demostracion. Si denotamos por {ey,...,e,} ala base canénica en R”, entonces parax = Y. xje; se
Jj=1
tiene

x) = ilx.,-ne,)

Por lo tanto,

Tl < (max 17 ||x) IR (e 1Tl ) Il vxe R

demostrando asi la continuidad gracias al Teorema 4.2.1. O

Teorema 5.1.2 — Hausdorff. Toda biyeccién lineal entre dos espacios vectoriales normados de
dimensiodn finita es un isomorfismo, es decir, es continua y su inversa también.

Demostracion. Primero consideremos una funcién lineal biyectiva 7 : R” — X donde (X, || - ||x) es un
espacio vectorial normado. Por el Lema 5.1 sabemos que 7 es continua. Veamos que 7! es continua
también. Consideremos

S={xeR"||x|; =1}

Como S es compacto gracias a la Proposicién 5.1.1 y T es continua, entonces T'(S) es compacto en X
(ver Teorema 3.1.3) y, por lo tanto, existe xy € S tal que

IT(xo)llx < IT(X)[x  VxeS,

pues la norma también es una funcién continua. Por la inyectividad de T se tiene que |7 (xo)||x > O.
Paray € X \ {0} consideremos x = T~ 1(y).

Como x/||x|[; € S se tiene que
IYlx = 1T lx = el T Ce/llxelhollx = [l 17 (xo)x
y, por lo tanto,

HT_(ﬂhfuT()HHﬂx VyeX,

probando asi que T~! es continua (ver Teorema 4.2.1.). Ahora sea £ : X — Y una biyeccién lineal,
donde X e Y son espacios vectoriales normados de dimensidn finita. Si la dimensién de X es n, entonces
existe una biyeccion lineal ¢ : R* — X que debe ser isomorfismo (por lo anterior). Por otro lado, la
biyeccién £o ¢ : R" — Y también es un isomorfismo. Por lo tanto £ = (fo ¢) o ¢! es también un
isomorfismo. O
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Corolario 5.1.3 Sean (X, || - ||x) e (¥,] - ||y) dos espacios vectoriales normados. Si X es de dimen-
sion finita, entonces toda funcién lineal ¢ : X — Y es continua.

Demostracion. Si n es la dimensién de X, entonces existe una biyeccién lineal ¢ : R — X que es
isomorfismo. Ademds, £o ¢ : R” — Y es continua (por el Lema 5.1), por lo tanto £ = (o ¢)o¢p~ ! es
continua. O

En espacios vectoriales de dimension infinita, como se muestra en el siguiente ejemplo, existen
funciones lineales que no son continuas.

m Ejemplo 5.1.4 SeaX ={p:R— R | p polinomio}y

= mix |p(x)|.
Il = misx Io(o)|
Se puede probar que (X, || - ||) es un espacio vectorial normado. Considere la funcién lineal £ : X — R

definida por ¢(p) = p(3). Veamos que ¢ no es continua en p = 0. De hecho, si tomamos la sucesion
{Pk}ken C X definida por

pr(x) = (g)k VxeR,

se tiene que || pi|| = 1/2% — 0, es decir, p; — 0, pero

Upx) = <2>k — oo,

Caracterizacion de la compacidad

Otra consecuencia del Teorema 5.1.2, es el siguiente resultado.

Teorema 5.2.1 Si (X, ||-||) es un espacio vectorial normado de dimensién finita, entonces todo
conjunto cerrado y acotado es compacto.

Demostracion. Sin € N es la dimensién de X, entonces existe una biyeccion lineal £ : X — R" y
gracias al Teorema 5.1.2 se tendrd que es un isomorfismo. Si C C X es acotado y cerrado, entonces
¢(C) C R" es acotado y cerrado, por lo tanto, por la Proposicién 5.1.1, se tiene que es compacto.
Concluimos al observar que C = ¢! (¢(C)) es compacto (pues ¢~ ! es continua). O

Corolario 5.2.2 Toda sucesion acotada en un espacio vectorial normado de dimension finita, tiene
una subsucesion convergente.

Demostracion. Si una sucesion estd acotada, quiere decir que todo elemento de la sucesidn pertenece a
una bola cerrada, que como es acotada, serd compacta. O
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Corolarior5:2:3 Todo subespacio vectorial de un espacio vectorial normado de dimension finita, es
un conjunto cerrado.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supondremos X = R” puesto que ya sabemos existird un
isomorfismo entre X y R”, siendo n € N la dimensién de X. Sea E un subespacio vectorial de dimensién
m<ny{vi,...,v,} una base ortonormal de E.

Si E no es cerrado, entonces existe una sucesion {x; }reny € E convergente a X ¢ E (ver Proposicién
2.1.3). Escribiendo los términos x; como combinacién de la base de E, se tiene

m
_ k..
X = Z?Ljv].
Jj=1

Consideremos los vectores 4 = (AF,...,AK) € R™. Si {X }reny C R™ es acotada, entonces existe una
subsucesion convergente a A = (A4,...,A,). En tal caso tendriamos
m _
X = Z A,jVj,
j=1

es decir, x € E, por lo que {A }xen 10 es acotada, que implica ||A;|| — o= (0 una subsucesion), donde
Il - || es cualquier norma en R™.

Definiendo ty = (uf,..., k) = /|| A

, se tendrd que || || = 1, por lo tanto tiene una subsucesion

convergente a algtin elemento I = (fi;,..., ;) # 0y ademds
m m
Xk k _
71 :Z,ujvj = 0= vy,
H k H j=1 j=1
obteniendo una contradiccion con la lineal independencia de {vi,..., v} t

Ejercicio 5.1 A través de un contraejemplo pruebe que en el espacio X = ¢2(R), si se considera la

norma
1/2

H{xhkenl = | Y ()? para {x;}ren € X,
=0

la bola B[0, 1] (que es cerrada y acotada) no es compacta.
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Todas las normas son equivalentes

Para finalizar el capitulo sobre espacios vectoriales normados de dimensién finita, a continuacién
probaremos que en estos espacios todas las normas son equivalentes.

TeoremarSi3uImSea X un espacio vectorial de dimension finita. Entonces, todas las normas que se
definan sobre X son equivalentes.

Demostracion. Gracias al Teorema 5.1.2, sin pérdida de generalidad supondremos X = R”. Denotemos

n
or {ey,...,e,} alabase candnica en R”, escribiendo x = ¥ x;e;. Sea || - || una norma en R”, entonces,
) y€n A
Jj=1

n n
Il = | e < 3 bl < (max lest)
= = Sl
Por otro lado, como || - || es continua (ver Proposicion 4.1.1), y S = {x € R" | ||x||; = 1} es compacto,
se tiene que {||x|| | x € S} es compacto, por lo tanto, existe xo € S tal que ||xo|| < ||x|| para todo x € S,
dado que la funcién || - || alcanza su minimo en S. Entonces, para x € X \ {0}, como x/||x|[; € S se
tendrd
x
|2 2 o = Bl <t vxex.

probando asi que toda norma || - || es equivalente a || - ||1, lo que demuestra que todo par de normas son

equivalentes. O
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6. Espacios de funciones

Dados dos espacios vectoriales normados, en este capitulo estudiaremos algunos espacios de
funciones que estan definidas entre ellos, con mayor énfasis en el espacio de las funciones lineales
continuas introducido en la Definicién 4.2.1. Comenzaremos probando que el espacio de las funciones
lineales continuas es Banach, si el espacio de llegada lo es. Este mismo resultado se tendrd también
para el conjunto de funciones acotadas y de las funciones continuas, considerando normas apropiadas.
Luego demostraremos los teoremas de Hahn-Banach y Banach-Steinhaus, resultados que son pilares
de muchos de los contenidos que se veran en cursos posteriores, como andlisis funcional, ecuaciones
diferenciales parciales, y optimizacidn.

Completitud

Los siguientes resultados entregan condiciones suficientes para poder asegurar la completitud de
algunos espacios de funciones.

Proposicion 6.1.1 Sean (X, ||-||x) e (Y,||-||y) dos espacios vectoriales normados. Si Y es Banach,
entonces .Z(X,Y) también lo es.

Demostracion. Sea {{;}reny € -Z(X,Y) una sucesién de Cauchy. Probemos que para todo x € X se
tiene que {¢x(x) }xeny C Y es una sucesion de Cauchy. Esto se tendra dado que

16 (x) = L () Iy < llxellx N1k = el 2 v)-

Por lo tanto, por la completitud de Y, para todo x € X existe ¢(x) € Y tal que ¢ (x) — ¢(x). Para finalizar
basta probar que la aplicacion £ : X — Y es lineal y continua y que ||{x — £|| #(x,y) — O.
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Para la linealidad, dados x, y € X y A € R se tendré que
Lx+Ay) = lim £ (x+ Ay) = Hm (€ (x) + Al (y))
k—yo0 k—roo

= lim {(x) + A l}fm U(y) =L(x)+AL(y).
—>00

k—>o0

Veamos que ¢ es continua. Como {/;}ren C Z(X,Y) es de Cauchy, entonces es acotada (ver
Proposicidén 2.1.5), es decir, existe L > 0 tal que

1l 2y <L  YkeN.
Entonces, para x € X se tiene
1@y < [l 2y llxllx < Llixllx - VxeX,
que implicard (dado que ¢4 (x) — £(x))
1@y <Llxllx — VxeX,

concluyendo que ¢ es continua.

Para probar que ¢y — £ en £ (X,Y), tomemos € > 0. Como {{; hreny C Z(X,Y) es de Cauchy,
existird ko € N tal que
||€k_€k"|$(X,Y) <& Yk, K > ko.

Entonces, para cualquier x € X \ {0} se tendrd

146 (x) — L ()|l

Il

< |l _Ek’|‘$(x7y) <€ Yk, k' > k.

Tomando limite cuando k' — o obtenemos

16 (x) =€)l

<e  Vk>k, Vxex\{0}
[ xlx

que implica [|¢; — || #(x y) < € para todo k > ko. O

Ejercicio 6.1 Sean (X, || ||x) e (Y,| -||y) dos espacios vectoriales normados y .7 (X,Y) el conjunto
de las funciones acotadas de X a Y, es decir,

o (X,Y) = {f:X—>Y| su}[()]|f(x)||y<+°°},

dotado de la norma
1 fllee = sup If)lly  VSfedX,Y).
PAS

Pruebe que (27(X,Y),|| - ||~) es un espacio vectorial normado y que si ¥ es Banach, entonces
</ (X,Y) también lo es.
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Ejercicio 6.2 Sean (X, ||-|lx) e (¥, -|ly) dos espacios vectoriales normados y € (A,Y) el conjunto
de las funciones continuas de A a Y, donde A C X es un subconjunto compacto de X. Pruebe que

%' (A,Y) dotado de la norma

1£llee = Slelfllf(X)HY Vfe?dAY)

es un espacio vectorial normado, subconjunto de <7 (X,Y) (definido en el ejercicio anterior) y que si

Y es Banach entonces % (A,Y) también lo es.

Teorema de Banach-Steinhaus

El teorema de Banach-Steinhaus, enunciado y demostrado a continuacién, constituye uno de los
resultados célebres en analisis funcional, el cual se utilizara en diferentes cursos. Su demostracion se

basa en el Teorema de Baire (Teorema 2.2.3) y en particular en el Corolario 2.2.4.

sup [[lg(x)|ly < +eo  VxeX.
aeA

Entonces,

sup [[4all 2(x y) < oo
acA

Teorema 6.2.1 — Banach-Steinhaus. Sean (X, || - ||x) un espacio de Banach, (Y, || - ||y) un espacio
vectorial normado y {{y }aeca C -Z(X,Y) un conjunto de funciones lineales continuas tales que

Demostracion. Para k € N consideremos los conjuntos cerrados (no vacios)
Go={xeX : [ta@ly <k YaeA}=(-lrold) " ([0,k).
aeA

Por hipdtesis se tendrd

X=JG

keN
Gracias al Corolario 2.2.4 sabemos que existe ko € N tal que int (Cy,) # 0.

Dado x € int(Cy,) # 0, consideremos € > 0 tal que B(xo,€) C Cy,. Parax € B[0, 1], como
£
X0 + EX € B(X(),S) - Cko,

se tendra

E
£a<x0+2x)Hy_ko VxeB[0,1],VaeA

Es decir,

2 4k,
[€a(x)[ly < g(”ga(XO)HY +ko) < ry Vxe€B[0,1], VaeA,

4ko

de donde se concluye que |[|[{o|| #(xy) < 5

para todo a € A.

O]

Un resultado que se obtiene directamente, y cuya demostracién se deja como ejercicio, es el

siguiente.



6.3

80 Capitulo 6. Espacios de funciones

Corolario 6.2.2 Sean (X, || - ||x) un espacio de Banach, (Y, || - ||y) un espacio vectorial normado y
{lo}taeca C Z(X,Y) un conjunto de funciones lineales continuas tales que

sup [[la(x)|ly < +e0  VxeX.

oEA

Entonces {{y }qca €s equicontinua.
El siguiente resultado, también es consecuencia directa del teorema de Banach-Steinhaus.

Corolario 6.2.3 Sean (X, || - ||x) un espacio de Banach, (Y, ]| - ||y) un espacio vectorial normado
y {l}reny € Z(X,Y) una sucesion de funciones lineales continuas que converge puntualmente a
¢:X — Y, entonces £ € Z(X,Y).

Demostracion. Claramente ¢ debe ser lineal. Para ver la continuidad, como para todo x € X se tiene
que {4 (x) hren C Y es convergente, por lo tanto es una sucesion acotada. Gracias al Teorema 6.2.1 se
deduce que existe M > 0 tal que |4k »(x,y) < M para todo k € N.

Sea x # 0 y consideremos € = ||x||x > 0. Sabemos que existe k tal que
[ee(x) =)y <e=lxlx  Vk=ko.
Por lo tanto,
[€Co)[ly < [[€0x) = L) lly + 1) [[y < (14 M)]|x]].

La anterior desigualdad es cierta para todo x € X de donde se deduce que ¢ es continua, gracias al
Teorema 4.2.1. O

Teorema de Hahn-Banach

Un espacio que merecerd especial atencion es el dual topoldgico de un espacio vectorial normado
(X, - |I), que se define como X* = £ (X,R), es decir, como el espacio de las funciones lineales
continuas definidas sobre X a valores R, dotado de la norma

= sup Ly xe
rex\foy (1]l

El espacio (X*,|| - ||«) siempre serd un espacio de Banach, gracias a la Proposicién 6.1.1.

Al espacio dual X* se le puede determinar también su espacio dual, como X** = Z(X* R) (espacio
bi-dual de X). Observemos que el espacio X puede verse como un subespacio de X**. De hecho, para
x € X, podemos definir la funcién L, : X* — R dada por L,(¢) = ¢(x) para £ € X*. La funcién L,
claramente es lineal y serd también continua, pues

L (O] = €] < [Ixllell. - v eeX,

por lo tanto, L, € X** para cada x € X y, en ese sentido, se dice que X se identifica como un subconjunto
de X** dado quefla aplicacién @ : X — X** dada por @(x) = L, es inyectiva. Si la funcién ¢ resulta
ser biyectiva, se dird que el espacio X es reflexivo.
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A continuacién enunciaremos y demostraremos el teorema de Hahn-Banach en su version analitica,
valida en todo espacio vectorial real, junto con introducir algunas de sus consecuencias, para poste-
riormente ver la versién geométrica (conocida como teorema de separacioén) en espacios vectoriales
normados. Estos resultados involucran la existencia de elementos en el espacio X*.

Para la demostracion del teorema de Hahn-Banach, haremos utilizacién del lema de Zorn, que
enunciamos en la siguiente seccidn.

Lema de Zorn

Recordemos de cursos anteriores, que una relacién =<, sobre un conjunto P, se denomina orden
parcial si es reflexiva, anti-simétrica y transitiva. En tal caso se dird que (P,=<) es un conjunto
ordenado. Ademds se tendrén las siguientes definiciones:

= Se dice que Q C P es totalmente ordenado si para todo (a,b) € Q x Q setienea <bob < a.
= ¢ € P es una cota superior de Q C Psia = cparatodoa € Q.

= m € P es maximal si
YVaeP m=<a = m=a.

= P es inductivo si todo subconjunto totalmente ordenando tiene una cota superior.

Teorema 6.3.1 — Lema de Zorn. Todo conjunto ordenando (P, <) no vacio que es inductivo, tiene
un elemento maximal.

6.3.2 Versién analitica

La version analitica del teorema de Hahn-Banach hace utilizacién de funciones sublineales, defini-
das a continuacion.

Definicion 6.3.1 Dado un espacio vectorial (real) X, una funcién p : X — R se dice es sublineal ,
si satisface las siguientes dos propiedades:

= Es positivamente homogénea:

p(ax) = ap(x) VxeX,Va>0.

= Es subaditiva:
px+y) <px)+ply) Vi, yeX.

Evidentemente una funcién lineal £ : X — R sera sublineal. Un ejemplo de funcién sublineal
obtenida a partir de ¢, es definir p(x) = |¢(x)| para x € X.

Teorema 6.3.2 — Hahn-Banach (analitico). Sea X un espacio vectorial (real) y p: X — R
una funcién sublineal. Para un subespacio vectorial M C X y una funcién lineal definida sobre €l
¢ : M — R mayorada por p, es decir,

l(x)<plx) VxeM,
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existird una funcién lineal £ : X — R tal que
(a) £(x) = £(x) para todo x € M, es decir, £ es una extensién de /;

(b) (x) < p(x) para todo x € X, es decir, £ es mayorada por p en todo X.

Demostracion. Consideremos el conjunto P de las funciones lineales que son extensiones de ¢ (defi-
nidas en un subespacio vectorial de X que incluya a M) y que son mayoradas por p en su dominio.
Es decir, una funcion lineal ¢ estard en P, si estd definida en un subespacio vectorial My C X, donde
M C My y si ademds ¢ (x) < p(x) para todo x € My, lo que escribimos de la siguiente manera

¢:My — R es lineal

My C X es subespacio vectorial con M C M,

o(x)=40(x) YxeM

o(x) <p(x) YxeM,

El conjunto P no es vacio pues £ € P. En este conjunto definiremos el orden parcial dado por

0= & (My CMy, y $1(x)=o(x) VxeMy),

donde My, y My, corresponden a los dominios (subespacios vectoriales de X) de las funciones ¢; y ¢.

Probemos que P es un conjunto inductivo (ver Seccién 6.3.1). Para ello, consideremos un conjunto
QO C P totalmente ordenado. Definamos el conjunto

M= ] M,
9€0

y la funcién ¢ : M — R dada por
o(x)=¢(x) sixeM,. (6.1)

Veamos que la funcién introducida en (6.1) esta bien definida, cosa que podria fallar en caso de que
para un cierto x € M haya dos formas diferentes de definir el valor ¢ (x). Esto no sucederd, pues si
para @1, ¢, € Q se tiene que x € My, N My,, como Q esta totalmente ordenado, se tendrd que ¢; < ¢ 0
¢> =< ¢1. Si suponemos el primer caso, entonces My, C My, y ¢1(z) = ¢»(z) para todo z € My, , por lo
tanto, como x € My, N My, = M, , no existird inconsistencia al definir ¢ (x) en (6.1), es decir, se tendrd

¢ (x) = 91 (x) = $2(x).

Por otro lado, no es dificil ver que M es un subespacio vectorial de X, pues para x, y € M, se tendra
que existe ¢; y ¢ en Q tales que x € My, e y € My,. Por el mismo argumento utilizado anteriormente
(Q esta totalmente ordenado), se obtiene que x e y pertenecen a My, 0 a My,, y como estos conjuntos
son subespacios vectoriales, entonces x + Ay pertenecerd a uno de ellos para todo A € R, deduciendo
asi que M es un subespacio vectorial de X.

Hemos probado asi que ¢ pertenece a Py, evidentemente, es una cota superior de Q. Por lo tanto, P
es inductivo. Por el lema de Zorn (Lema 6.3.1) deducimos que P tiene un elemento maximal ¢ € P, cuyo
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dominio lo denotaremos por £ C X, que es un subespacio vectorial de X que contieneaM (M CE), y
ademads (porque £ pertenece a P) se tendra

I(x)=4(x) VYxeM y I(x)<p(x) Vx€E. (6.2)

A partir de lo anterior, observemos que si probamos E = X, habremos culminado la demostracion. Para
ello, supongamos que existe y € X \ E y lleguemos a una contradiccion.

Si existe y € X \ E, definamos el subespacio vectorial generado por {y} UE, que denotaremos por
S={u+Ay|lucE, LeR} CX.

Claramente M CEC Sy S#E.

Como /(u) < p(u) para todo u € E, y dado que la funcién p es sublineal, se tendrd

C(ur+uz) < pluy +uz) = plur +y+ur —y) < plur +y)+pluz—y) ~ Vuy, up €E,
implicando
C(uz2) — p(ua —y) < p(ur +y) —€(u1)  Vu, uy €E. (6.3)
Por lo tanto,

sup {(uz) — p(uz —y) < inf p(us +y) —C(uy),
uy€E u €k

y estos valores son finitos, pues

sup l(ux) — p(uz —y) < p(y) 'y —p(=y) < inf plus+y) —(uy),
uy€E u €E

cotas que se obtienen al evaluar en u; = 0 (para la primera) y u, = 0 (para la segunda) en (6.3).

Definamos el valor

! i _
a=3 <SHP U(uz) = p(uz —y)+ inf p(us +y) _5(”1)) ’
eE u €k

y la funcién lineal L : S — R dada por

Lu+Ay)=0(u)+Aa NYuecE, VAeR.

Probaremos que L € P y ademas /<L, 1o que seria una contradiccién con la maximalidad de /. En
realidad, lo tnico que debemos probar es que L € P, pues directamente se tendrd que £ < L, dado que
el dominio de L (que denotamos por §) es un subespacio vectorial que contiene (estrictamente) a £
(dominio de /) y, adicionalmente, L(u) = ¢(u) para todo u € E. Por lo tanto, lo tnico que debemos
probar es que L estd mayorada por p en S.

Como

sup {(uz) — p(uz —y) < a < inf p(uy+y) —(u),
uy€E u €k

entonces para todo u € E se tiene

lw)—a<plu—y) y l(u)+a<pluty). (6.4)
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Six=u+Aye€ S, donde u € Ey A €R, probemos que L(x) < p(x). Si A = 0 esto se obtiene de
inmediato, pues en tal caso x € E y ya sabemos que / es mayorada por p en E. Si A > 0, entonces,
utilizando la segunda desigualdad en (6.4) y el hecho que p es positivamente homogénea, obtendremos

L(x) =L(u+Ay) =l(u)+ra=A(l(u/A) +a) < Ap(u/A +y) = p(u+Ay) = p(x).

Finalmente, si A < 0, utilizando la primera desigualdad en (6.4) y también la positiva homogeneidad
de p, obtenemos de similar forma que

L(x) = L(u+Ay) = l(u) + Aa = —A({(—u/A) —a) < —Ap(—u/A —y) = p(u+Ay) = p(x).

Es decir, hemos demostrado que L(x) < p(x) para todo x € S, concluyendo que L € P, lo que no puede
ser pues al tener que / < L'y / # L (pues el dominio de L contiene estrictamente al dominio de /) se
contradice la maximalidad de /. A partir de esta contradiccién, hemos probado entonces que E = X y
de (6.2) se concluye el resultado. ]

A continuacién veremos solo algunos corolarios que se obtienen directamente del resultado anterior.
Para ello, introduciremos el concepto de seminorma.

Definicién 6.3.2 Dado un espacio vectorial real X, una funcién p : X — R se dice que es una
seminorma si:

(a) p(x) >0 paratodox € X;
(b) p(Ax)=|A| p(x) paratodo A € Ry x € X;
(c) p(x+y) < p(x)+ p(y) paratodo x, y € X (es subaditiva; desigualdad triangular).

Observe que toda norma definida sobre un espacio vectorial serd una seminorma, y que toda
seminorma serd una funcién sublineal de acuerdo a la Definicién 6.3.1.

Corolario 6.3.3 Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado, p : X — R una seminorma y M C X
un subespacio vectorial diferente de {0}. Si £: M — R es una funcion lineal tal que

(L) <plx)  VxeM,
entonces existe una funcién lineal £ : X — R tal que

(a) (x) = £(x) para todo x € M;
(b) |¢(x)| < p(x) para todo x € X.

Demostracion. Como |¢(x)| < p(x) para todo x € M, en particular se tendréd ¢(x) < p(x). Dado que p
es sublineal, aplicando el Teorema 6.3.2 se tiene que existe una funcién lineal £ : X — R tal que

lx)=4(x) VxeM y I(x)<pkx) VxeX.

Q
o
3
o]
|
=
=
N~—
I
A
|
=
N~—
A
=
|
=
N~—
I

p(x) (por ser p seminorma), se concluye |[/(x)| < p(x) para todo
xeX. [
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Corolario 6.3.4 Sea (X, || -||) un espacio vectorial normado y M C X un subespacio vectorial
diferente de {0}. Si ¢ : M — R es una funcién lineal continua, entonces existe una funcién lineal
continua 7 : X — R (i.e., £ € X*) tal que /(x) = ¢(x) paratodox € M y

12]1« = [1¢]

M*,

donde || - ||« es la norma en el espacio dual X* dada por

_ U(x
.= sup 1
xex\foy [l
y ||+ ||a+ es la norma en el espacio dual M* definida andlogamente, es decir,
O(x
1l = sup [£)|
xeM\{0} [l x]l

Demostracion. Como £ : M — R es lineal y continua, sabemos que
()| < [lellsllull YueM.

Definamos p : X — R por p(x) = |||
tiene

m+||x|| para todo x € X. Claramente p es una seminorma y se

10(x)] < p(x) VxeM.
Utilizando el Corolario 6.3.3, deducimos que existe una funcién lineal 7 : X — R tal que
lx)=L(x) YxeM y [lx)]<plx)=|llll|x] VxeX.
Por lo tanto, £ es continua (ver Teorema 4.2.1) y ademds

()|

1= sup = < [[€]l.
rex\oy (1]l
Por otro lado, dado que M C X se tiene
_ O(x O(x f(x
wex\foy X " xemngor X xeangoy Il
probando asf ||Z]|, = ||£]|as+. O

Corolario 6.3.5 Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado y xo € X \ {0}. Entonces, existe una
funcién lineal continua 7 : X — R (i.e., £ € X*) tal que |||« = 1y £(x0) = ||xo]|.

Demostracion. Definamos M el subespacio vectorial generado por xg, es decir,
M={Axy | A € R},
y la funcién lineal £ : M — R dada por

U(Axo) =Alxo| VYA ER.
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Claramente ¢ es una funcién lineal y continua definida sobre M, y se tiene

[y = sup 1O g Aol
wemfor Xl aerioy [A]lIxoll

Por lo tanto, aplicando el Corolario 6.3.4 deducimos la existencia de £ € X * tal que £(xo) = £(xo) = ||xo |
y 1l = 1€l = 1. O

Teorema de separacion

En esta seccién demostraremos el teorema de Hahn-Banach geométrico o teorema de separacion,
en el contexto de espacios vectoriales normados. Mds adelante explicaremos por qué se denomina
teorema de separacion. Lo que se deseard separar son dos conjuntos convexos disjuntos, definicién que
entregamos a continuacion.

Definicién 6.3.3 — Conjunto convexo. Dado un espacio vectorial real X, un conjunto C C X se
dice convexo si
Ax+(1—-A)yeC Vx,yeC; VAe[0,1].

Dicho de otra forma, un conjunto es convexo, si para todo x e y en el conjunto, se tiene que el
segmento

[,y :={Ax+(1—=A)y | A €]0,1]}

estd contenido en el conjunto.

@ Observe que todo subespacio vectorial, en particular serd un conjunto convexo.

Teorema 6.3.6 — Hahn-Banach (geométrico). Sea (X, | - ||) un espacio vectorial normado,
A, B C X dos conjuntos convexos, no vacios, tales que ANB =0 y A es abierto. Entonces, existird
una funcién lineal continua ¢ : X — R (i.e., £ € X*) distinta de cero, y ¥ € R tales que

la)<y<U(b) Va€cA VbeB. (6.5)

Demostracion. Sean ag € A, bg € By xo = by — ag. Observe que xg # 0 dado que AN B = 0. Definamos
el conjunto

C=A—-B+xo={a—b+xy|acA, beB}.
Claramente 0 € C. Ademds, C serd convexo y abierto (pues A lo es) propiedades que se dejan propuestas

a demostrar. Por otro lado, xo ¢ C.

Observe que para todo x € X existird o > 0 tal que x/ o € C. Esto viene del hecho que C es abierto
y que 0 € C, pues entonces, existird r > 0 tal que B(0,r) C Cy, por lo tanto, para x # 0 tomando
o = 2||x||/r se tendrd x/a € B(0,r) C C. Si x =0 se tiene x/o € C para todo a > 0. Por lo tanto,
podemos definir la funcién p : X — R dada por

p(x)=inf{ax >0 |x/a €C}.
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Esta funcién estard bien definida, pues el conjunto sobre el cual se toma el infimo es no vacio (por lo
sefialado anteriormente) y acotado inferiormente. Entonces se tendrd p(x) € R para todo x € X.

Nuestra intencién es utilizar el teorema de Hahn-Banach analitico (Teorema 6.3.2) para poder
concluir. Para ello veamos que p es una funcién sublineal (ver Definicién 6.3.1).

Comencemos probando que p es positivamente homogénea. Parax € X y A > 0 se tiene
p(Ax) =inf{a >0 | Ax/ax € C} =Ainf{a/A >0 |x/(a/A) € C}
=Aif{a’>0|x/o €C} =21 p(x),

demostrando asi lo deseado.
Demostremos que p es subaditiva. Sean x, y € X y tomemos o, > 0 tales que x/o € C, y/p € C.

Entonces,
ec ec

x+y o X B y
= - 4 = eC.
o+p o+p) « a+B) B
Por la convexidad de C, se tendra entonces
xX+y
ecC.
o+ p

Por lo tanto,
p(x+y) <a+p Va,B >0 talesque x/aeC, y/BeC,

de donde concluimos
p(x+y) <px)+ply)  Vx yeX,
es decir, p es subaditiva lo que termina de probar que es sublineal.

Volvamos a considerar ahora el elemento xy # 0 mencionado al comienzo de la demostracion, y
definamos el subespacio vectorial M C X generado por {xp}, es decir,

M={Axo | A € R}.
Sobre este subespacio, definamos la funcién ¢ : M — R dada por
(Axp) = A VAeR,

y veamos que ¢(u) < p(u) para todo u € M.

Dado que 0 € C' y C es convexo, observe que si p(x) < o, entonces x/a € C. Por lo tanto, para
A > 0,si p(Axg) < A, se tendréd xo € C, 1o que es una contradiccién. Concluimos entonces que

?(Axo) = A < p(Axo) VA>0.

Por otro lado, si A < 0, entonces

(Axp) =A <0< p(Axp).

Hemos demostrado asi que ¢(u) < p(u) para todo u € M, lo que nos permite utilizar el teorema de
Hahn-Banach analitico (Teorema 6.3.2). Este nos dice que existird una funcién lineal /:X — Rtal
que

I(Axg)=A VAER y Ix)<px) VxeX.
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Evidentemente la funcién Z no es la funcién nula, pues #(xp) = 1.

Demostremos que la funcién £ es continua. Volvamos a considerar r > 0 tal que B(0,r) C C, que
se obtiene del hecho que C es abierto y 0 € C. Entonces, para z € B(0,r) C C, se tiene también que
—z€ B(0,r) C C, de donde deducimos

l(z)<pz) <1y —lz)=0-z)<p(-z)<1  VYzeB(0,r),

que implicard
0(z)] <1 vV ze€ B(0,r).

Entonces, para todo x € X \ {0} se tendrd que rx/2||x|| € B(0,r) y, por lo tanto,
[E(rx/2]xDI <1 = [e(x)] < @/r)llx|  VYxeX,

lo que prueba la continuidad de /.

Finalmente, veamos que la funcién £ es la que nos permite separar A y B, es decir, obtener (6.5).
Paraa € A, b € B, se tendrd que a— b+ xg € C. Como C es abierto, entonces existird € > 0 tal que
(1+¢€)(a—b+xp) € C. De esta forma,

1
b < 7
pla—b+xy) < e

y como / estd mayorada por p, se tendrd

la—b+x0) ="L(a)—L(b)+L(xo) < pla—b+xp) < Tre
implicando
- ~ 1
— ——1
U a)—L(b) < TTe <0
y, por lo tanto,
la)<l(b) VNYacA VbeB. (6.6)

Si definimos
y=sup{l(a) | a € A},

vemos que este supremo estd bien definido, pues A £ (0 y de (6.6) se obtiene que
Y < L(bo),

por lo tanto se estd tomando un supremo sobre un conjunto no vacio acotado superiormente, lo que
nos asegura ¥y € R. Para culminar, probemos que #(a) < 7y para todo a € A. Si existiese a € A tal que
/(@) = v, como A es abierto, sabemos que para § > 0 suficientemente pequefio se tendrd @+ 8xg € A.
Por otro lado,

U(a+ 8x0) = 0(a)+8(x0) =y+8 >,

lo que es una contradiccién con la definicién de ¥, dado que @+ dxy € A. En conclusién, a partir de
(6.6) y lo que acabamos de realizar, hemos demostrado que se tiene la separacién

la)<y<U(b) VacA VbeB.
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El resultado anterior se conoce como teorema de separacidn, dado que el conjunto
H ={xeX|lx)=1y}

que serd un hiperplano de acuerdo a la Definicién 7.4.2 que se verd mas adelante, separa a los conjuntos
Ay B, en el sentido que

ACH ={xeX|Ix)<y} y BCH ={xeX|l(x)>7}

y = N,
El teorema de separacion tiene algunas variantes. Demostrar una de estas importantes variantes, es

dejada como ejercicio a continuacion.

Ejercicio 6.3 Sea (X, || -||) un espacio vectorial normado, A, B C X dos conjuntos convexos, no
vacios tales que ANB =0, A es compacto y B es cerrado. Entonces, existird una funcién lineal
continua £ : X — R (i.e., £ € X™) distinta de cero, Y € Ry € > 0 tales que

la)<y—e<y<y+e<l(b) Va€cA VbeB.

Indicacién: Pruebe que existe un conjunto A’ abierto que contiene a A y es disjunto de B, para
luego utilizar el Teorema 6.3.6.

El anterior resultado, implicard el siguiente corolario de manera directa.

Corolario 6.3.7 Sea (X, || -||) un espacio vectorial normado, C C X un conjunto convexo, cerrado
y no vacio. Entonces, para xo ¢ C existird una funcién lineal continua ¢ : X — R (i.e., £ € X*)
distinta de cero, Y € Ry € > 0 tales que

Uxo) <y—e<y<y+e<{(x VxeC.

Demostracion. Basta aplicar el resultado del Ejercicio 6.3 con A = {xo} y B="C. O






/. Espacios de Hilbert

La estructura de espacios de Hilbert, es muy adecuada para el estudio de diversos problemas en
ingenieria y otras ciencias. Como veremos en este capitulo, los espacios de Hilbert serdn espacios de
Banach, dotados de una operacién denominada producto interno, que servird, entre otras muchas cosas,
para definir la norma del espacio.

7.1 Producto interno

Definicion 7.1.1 — Producto interno. Dado un espacio vectorial X sobre R, se dice que la funcién
(-,-) : X x X — R es un producto interno si

(1) (x,x) > 0 para todo x # 0;
(2) (x,y) = (y,x) para todo x, y € X;
(3) (-,-) es bilineal, es decir, para todo x, y, z€ X y A € R, se tiene

x+Ay,z2) = (2)+A(,2)
(x,z4+Ay) = (x,2)+A(x,y).

Observe que si (-,-) : X x X —> R es un producto interno, entonces (x,0) = 0 para todo x € X.
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m Ejemplo 7.1.1 Algunos ejemplos de espacios vectoriales donde se puede definir un producto interno
son:

» X =R"yparax=(x1,...,%) €y = (V1,---,Vn)
n
(x,y> = ijyja
j=1

que corresponde al producto punto en R”.

» X=%(0,1])={f:]0,1] — R | f continua } y

1
Uﬂ%iAfMAOm Vf geX.

» X =0 (R)yparax= {x}ren € y = { Yk }ren
<x,y> = Zkak-

keN

» X = M,,«»(R) (espacio de matrices a coeficientes reales de n filas y m columnas) y
(A,B) = tr(A'B) VA, BeX,

donde A’ es la matriz traspuesta de A y tr(A’B) es la traza de la matriz cuadrada A’B, es decir, la
suma de los elementos de su diagonal.

En los siguientes resultados, veremos algunas de las propiedades que tiene un producto interno,
comenzando con la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que ya conocemos de cursos anteriores para el
producto interno usual (producto punto) en X = R” (indicado en el Ejemplo 7.1.1).

Proposicion 7.1.2 — Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Dado un espacio vectorial X sobre R, si
(-,-) : X x X — R es un producto interno, entonces

[ < (X)) (ny))? Vx yeX, (7.1)

teniéndose la igualdad six =00y =0 o0 si x = Ay para algin A € R (i.e., x e y son colineales).

Demostracion. Sean x, y # 0 tales que a.x # Ay para todo @, A € R (en los otros casos se obtiene de
inmediato la igualdad en (7.1)). Entonces,

(ax—Ay,ax—Ay) >0 Vo, AeR

Por lo tanto,
a2<x7'x> +A'2<y7y> - 2a2’<x7y> > 0.

Tomando & = ({(y,y))2 >0y A = ({x,x))2, se obtiene la desigualdad deseada.
O

Como anunciamos al comienzo, a partir de un producto interno se podra definir una norma y, por lo
tanto, un espacio vectorial normado.
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Proposicion 7.1.3 Dado un espacio vectorial X sobre R, si (-,-) : X x X — R es un producto
interno, entonces para || - || : X — R definida por
1
x| = (e, 2))2, (7.2)
se tiene que (X, || - ||) es un espacio vectorial normado.

Demostracion. De la definicion de producto interno, se tendra directamente que ||x|| = 0 si y solo si
x=0. Luego, parax € X y A € R, se tendrd

1Ax]* = (Ax, Ax) = A%|lx]?,
de donde se deduce ||Ax|| = |A]]|x]|.
Para probar la desigualdad triangular, dados x, y € X deducimos
e y117 = (et yx+y) = (®x) + () +2063) = 7 + Iy +2(x,3)-
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos entonces
eI < Il 12+ 2000y = (el =+ [1v1D2,

de donde se deduce la desigualdad triangular. Hemos probado asi que || - || es una norma y, por lo tanto,

(X,]| - ||) es un espacio vectorial normado.
O

Ejercicio 7.1 — Ley del paralelogramo. Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado, donde la
norma || - || estd definida por un producto interno (-,-) : X x X — R como en (7.2). Demuestre que
se tiene

20xl? + 2051 = e+ 3P + e =yl> ¥x, yeX.

Bases de un espacio de Hilbert

Gracias a lo presentado en la seccion anterior, ya contamos con todos los ingredientes para definir
un espacio de Hilbert.

Definicion 7.2.1 — Espacio de Hilbert. Un espacio vectorial normado (X, || - ||), donde la norma
|| - || estd definida por un producto interno, se dice que es pre-Hilbert. Si ademds el espacio resulta
ser de Banach (i.e., completo), entonces se dice que es un espacio de Hilbert. En ambos casos
notaremos (X, (-,-)) para referirnos al espacio pre-Hilbert o de Hilbert, donde (-,-) es el producto
interno que define la norma.

Definicion 7.2.2 Dado (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert, una sucesion {e;}ren € X se dice es

ortonormal si
1 sik=Fk
<ek7 €k/> -

0 sik£K.
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Ademéds, se dird que es una base ortonormal completa de X si

(e, x) =0 VkeN = x=0.

Teorema 7.2.1 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y {e; }xey C X una base ortonormal completa.
Entonces, para todo x € X se tiene

n
x=) (ex,x)er= Jm Y (ex, x)ex,
keN k=0

y ademads

lxll* =} I{ex,x)I.

keN

Demostracion. Parax € X yn € N, se tendrd

n

x— ) (exx)ex

k=0

0<

2
= [l + ) (e x))? =2 ) ((ex,x))?,
k=0 k=0

de donde se concluye

x> > Y ((ex,x))*>  VneN.
k=0

n
Por lo tanto, ¥ ({ex,x))? converge cuando n — oo.
k=0

n
Y. ({(ex,x))? — 0 cuando m, n — c. Defi-

n
Como Y ({ex,x))? converge cuando n — oo, entonces
k=0 k=m

niendo

se tiene que
2

= Z (<ek7x>)2 — 0,

k=m

Z (ex,x)ex

k=m

(A _ym”2 =

de donde deducimos que la sucesion {y, },cn es de Cauchy. Entonces, existird (X es completo) y € X
tal que y, — ¥. El limite y de y, serd

k=0 kEN
Debido a que la base {¢; }ren es ortonormal, se tendrd
2 n n n 2
yall> = ( Y (e 0)en, Y (ex,x)ex ) =Y (ex, %),
k=0 k=0

obteniendo

1717 = Y (ex, ).

keN
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Probemos que y = x. Para k € Ny n > k se tendré,

(ex,x —yn) = (ex,x) — i)(ej,xﬂej,ek) = (ex,x) — (ex,x) =0 Vn>k

Por lo tanto, (ex,x —y) = 0 para todo k € N. Debido a la completitud de la base se concluye y = x.
O

Proyecciones

En esta seccién, definiremos la proyeccién sobre conjuntos y mostraremos que en un espacio de
Hilbert, la proyeccidn sobre conjuntos convexos cerrados siempre existe y es tnica.

Definicién 7.3.1 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||) y un conjunto C C X, parax € X se
dice que y € C es la proyeccién de x sobre C, si

||y = x[| = dc(x) = inf ||z — x]|.
zeC

Como anunciamos al comienzo, un problema que nos va a interesar, es saber si un elemento tiene
proyeccién sobre un conjunto, y si ésta es inica. En un inicio, tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 7.3.1 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||) y un conjunto compacto C C X,
entonces todo elemento x € X tiene una proyeccion sobre C.

Demostracion. La demostracién es directa, pues dado que C es compacto y para x € X la funcién
7€ X — f(z) := ||z—x]| es continua, se tiene que el conjunto

f(C)={llz=x[[z€C}

es un compacto de R, por lo tanto alcanza su infimo que en realidad es un minimo (ver Corolario 3.1.4),
es decir, existe y € C tal que

inf £(C) = inflz— || = dc(x) = [ly —]|.

Proposicion 7.3.2 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||) de dimensién finita y un conjunto
cerrado C C X, entonces todo elemento x € X tiene una proyeccion sobre C.

Demostracion. Sea x € X. Si x € C entonces es evidente que x tiene una proyeccién sobre C. Si x ¢ C,
sabemos que dc¢(x) > 0 (ver Proposicién 1.2.6). Para r > d¢(x) se tendré

dC(x) = dCﬁB[x,r] ()C)
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De hecho, dc(x) < derpjx,(x) y siyx € C tal que [|yx —x|| — dc(x) < r, entonces existird ko € N tal
que yx € CNBJx,r] para k > ky. La existencia de la sucesion {yy }ren proviene de la definicion de d¢ a
partir de un infimo, pues para todo k € N existird y; € C tal que

1 1
del) < e =] < e+ ly =] = 7+ de(o).

Por lo tanto,
derple) (X) < |y —x[| = dc(x) = dc(x) = denpper) (%)-

Como C N B[x, r] es compacto en X (dimension finita), se concluye.

Ejercicio 7.2 Sea (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert. Dados x, y, z € X, definiendo w = 23%, pruebe
que

1
e =312+l = 2]l* = 2l = wl* + S lly — 2]

En el resto de esta seccidn, nos concentraremos en obtener un resultado de existencia y unicidad de
proyecciones, pero para conjuntos que no sean acotados. La clase de conjuntos para la que obtendremos
este resultado (en espacios de Hilbert), son los conjuntos convexos (ver Definicién 6.3.3).

Teorema 7.3.3 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y C C X un conjunto convexo (ver Definicién
6.3.3), cerrado y no vacio, entonces para todo x € X existe una tnica proyeccion sobre C.

Demostracion. Sea x € X y {x; hken C C tal que |Jxx — x| — de(x) = fngHy — x||. Probemos que
ye

{xi hxen es de Cauchy. Para k, k' € N, aplicaremos el resultado del Ejercicio 7.2 a x, xi, xp. Asi, se
tendra

(Xk —i—xk/) 2

1
S| Sl

‘ 2

Dado € > 0, existird ko € N tal que ||x —x||* < d2(x) + € para todo k > k. Por lo tanto, de lo
hecho m4s arriba deducimos

||x—xku2+||x—xk/||2:sz—

Esto implica
(X +x)

ka—xkf\2=2||x—xkuz+zux—xkf||2—4Hx‘ 2

< 2lx = xi||? 42| x — x| * — 4dE(x).

||xk—xk/|| <eg \V/k, k/Zk(),

concluyendo asi que {x }ren es una sucesion de Cauchy. Entonces, existe ¥ tal que x; — . Como C es
cerrado, se tiene X € C. De esta forma

ek = x| = de(x) = [1x =],

demostrando que x tiene una proyeccion (que es x) sobre C.
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Veamos que la proyeccion X de x sobre C es tnica. Sea y € C otra proyeccién de x. Six—x = o/(x—y)
para algin a € R, se tendria que dc(x) = |ot|dc(x). En tal caso, si dc(x) = 0, entonces x € C (ver
Proposicién 1.2.6) y, por lo tanto, ¥ = y = x.

Si dc(x) > 0, entonces || = 1. Si a = 1 implicard que j = %. Si o = —1, entonces x = ¥ € C
(por la convexidad de C) lo que es una contradiccidon. En consecuencia, asumiremos ahora que x — X no
es colineal con x — y. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Proposicion 7.1.2) tendremos

(-

que es una contradiccién, concluyendo que la proyeccién de x sobre C es tnica. O

H L)+ 20050 5) < B,

Corolario 7.3.4 En un espacio de Hilbert (X, (-,-)), todo conjunto convexo, cerrado y no vacio
tiene un elemento de norma minima.

Demostracion. El elemento de norma minima de un conjunto C corresponderia a la proyeccion de
x =0, dada por
dc(0) = inf ||y,
yeC

de donde se deduce directamente el resultado. O]
De manera directa, deducimos lo siguiente.

Corolario 7.3.5 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y C C X un conjunto convexo, cerrado y no
vacio. Entonces, se puede definir la funcién Pr : X — C (funcidén proyeccién) que a cada elemento
x € X le asocia su (tinica) proyeccién en C.

Ahora que ya sabemos que todo elemento de un espacio de Hilbert, tiene una tnica proyeccién
sobre un conjunto convexo cerrado, nuestro objetivo es poder caracterizar dicha proyeccion, para en la
préactica poder calcularla.

Proposicion 7.3.6 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y C C X un conjunto convexo, cerrado y no
vacio. Entonces, para x € X se tiene que ¥ = Pc(x) es el tnico elemento en C que satisface

(x—x,y—x) <0 VyeC. (7.3)

Por otro lado, si x € C satisface (7.3), entonces X = Pc(x).

Demostracion. Seanx € X y X = Pc(x). ParaA € (0,1] ey € C, como X+ A(y —x) € C, se tendrd
e —=3)% < llr = @+ A0 =D)IP = x—2* + A%y —5* - 22 {x — 5,y — %).

Por lo tanto,
(x—%,y—%) < *Hy FqPF Vyec,vae(o1],

concluyendo (7.3).
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Por otro lado, si x € X y x € C satisfacen (7.3), entonces para y € C se tendra
e =117 = e =2+ 5= ylI* = [lx =+ [|F = y]* +2r — 5,5~ y)
>[lx—x> VyecC.

Es decir, ¥ = Pc(x). O

Con la ayuda de la caracterizacion que entrega la Proposicién 7.3.6, realice los siguientes ejercicios.

Ejercicio 7.3 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert, xo € X y r > 0. Para C = Bxo, r| determine Pc(x)
para todo x € X.

Ejercicio 7.4 Sea X =R"y (:,-) el producto interno (punto) usual en R". Para C = R’| determine
Pc(x) para todo x € X.

Una propiedad que tendrd la funcién proyeccion, es su continuidad. De hecho, como se muestra en
el siguiente resultado, serd una funcién Lipschitz.

Corolario 7.3.7 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y C C X un conjunto convexo, cerrado y no
vacio. Entonces, la funcién Pc : X — C es Lipschitz.

Demostracion. Para x, y € X, gracias a la Proposicion 7.3.6 se tendra
(x=Pc(x),z1=Pc(x)) <0 Vz€GC;

(y=Pc(y),22—Fc(y)) <0  VzeCl.

Tomando z; = Pe(y) y 22 = Pe(x) obtenemos

Fe(
(x—Fe(x),Pe(y) = Fe(x)) + (v = Pe(y), Pe(x) — Pe(y)) <0

= (x—y+Fc(y) —Pc(x),Pc(y) — Pc(x)) <0,

concluyendo
[Pe(x) —PeO) | < [lx—=yl  Vx yeC,

es decir, la funcién Pc(+) es Lipschitz. O

Ejercicio 7.5 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y M C X un subespacio vectorial cerrado. Para
x € X demuestre que X = Py (x) siy solosi, ¥ € My

(x—x,z) =0 VzeM. (7.4)

Proposicion 7.3.8 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y M C X un subespacio vectorial cerrado.
Entonces, Py € £ (X, X) y [|Pull #x x) < 1.
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l |

Demostracion. La linealidad de Py, se deducird a partir de (7.4). De hecho, parax, ye X y A € R, se
tendra
(x—Pu(x),z)=0 VzeM

(y=Pu(y),z) =0 = (Ay—APy(y),z) =0  VzeM,
que implica
(x+2y) = (Pu(x) + APy (y)),2) =0  VzeM.
Por lo tanto, Py(x) + APy (y) = Pu(x+ Ay).

Dado que Py es lineal, ya habiamos probado que la funcién proyeccién sobre un convexo cerrado,
es Lipschitz (Corolario 7.3.7), teniéndose

1Py () =PI < e =yl Vv, yeX.

Por lo tanto,

Py (x
HPMH‘Z(X,X) = sup M <.
wex\{oy Il

O]

Para un subespacio vectorial y su ortogonal, de acuerdo a la definicién siguiente, se pueden obtener
mads propiedades de las funciones proyecciones sobre estos espacios.

Definicién 7.3.2 En un espacio pre-Hilbert (X, (-,-)), dado un conjunto M C X se define su espacio
ortogonal por
Mt i={xeX|{x,y)=0 VYyeM}.

I Ejercicio 7.6 Demuestre que M~ es un subespacio vectorial cerrado y M N M-+ = {0}.

Teorema 7.3.9 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y M C X un subespacio vectorial cerrado.
Entonces, para todo x € X se tiene

x = Py(x)+ Py (x).

Ademas,
101> = [1Pa (x) |17 + | Py () -

Demostracion. Para x € X definamos y = x — Py (x). Entonces, por la caracterizacion de la proyeccion,
7,2)=0 VzeM = yeM" .
Luego, para w € M* se tendré

(x—=y,w) = (Py(x),w) =0 YweM*.
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Por lo tanto, y = Py, (x) de donde se concluye
X =x— Py (x) +Py(x) = Pyyo (x) + Py (x).
——
=y=Py1 (x)

Finalente,
121> = 2o () |17+ [1Pyge () [1> = 2(Pos (x), Py () -

=0

Teorema de representacion de Riesz

En esta seccidon, veremos que un espacio de Hilbert (X, (,-,-)) se puede identificar con su dual
topolégico X* = _Z(X,R) (ir a la Seccidn 6.3 para ver aspectos de este espacio), es decir, para cada
funcién lineal continua ¢ : X — R, existird un tinico w € X tal que

£(x) = (w,x) VxeX.
En este caso el elemento ¢ € X* se estd identificando con w € X. Este resultado se denomina el teorema
de representacion de Riesz.

Por otro lado, para cada w € X se tiene que la funcién ¢,, : X — R definida por
Ly (x) = (w,x) VxeX,
es lineal y continua, es decir, ¢,, € X*.

Es en el sentido anterior que al espacio X se le identificarad con el espacio X*, una caracteristica
particular, y muy préctica para su utilizacién, de los espacios de Hilbert.

Comencemos con establecer un resultado que nos serd de utilidad, y cuya demostraciéon queda
como ejercicio, utilizando la caracterizacion de la funcién proyeccién sobre un conjunto convexo que
entrega la Proposicién 7.3.6 y en particular sobre un subespacio vectorial (ver el Ejercicio 7.5).

Ejercicio 7.7 Dado un espacio de Hilbert (X, (-,-)), consideremos un conjunto A = {vy,...,v,} CX

de elementos no nulos tales que (v;,v;) = 0sii# j. Si M es el subespacio vectorial generado por A,
para x € X pruebe que la proyeccion Py (x) estard dada por

n
Py(x) =Y a;jvj,
=1

donde xv)
X,Vj .
o = V]E{l...,n}.
(vjsv)) ’
El subespacio vectorial generado por un conjunto de elementos {vi,...,v,} lo notaremos por

<{V1,...,Vn}>: {ZO{J'VJ' ‘ OCJ'ER, jzl,...,n}.

J=1
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Definicién 7.4.1 Dado un espacio vectorial X, dos subespacios vectoriales Sy, S, C X se dicen
suplementarios si S} NS, = {0} y
X =8 +S9.

= Ejemplo 7.4.1 Si (X,(-,-)) es un espacio de Hilbert y M C X un subespacio vectorial cerrado,
entonces M y M~ (su espacio ortogonal) son suplementarios (ver Teorema 7.3.9). "

Definicién 7.4.2 En un espacio vectorial X, un conjunto .2# C X se dice que es un hirpeplano, si
es un subespacio vectorial de co-dimensidn uno, es decir, es suplementario a un subespacio vectorial
de dimensién uno. En otras palabras, si existe ¥ € X \ % tal que 7 y ({x}) (el espacio generado
por X) son suplementarios.

Proposicion 7.4.2 Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado y ¢ : X — R una funcion lineal no
nula. Entonces,

S ={xeX |Ll(x)=0}

es un hiperplano. Si / es continua (es decir, £ € X*), adicionalmente se tendra que ¢ es cerrado.

Demostracion. Sea 7 € X tal que ¢(Z) # 0. Definamos ¥ = [(z—z) y veamos que todo x € X se puede
escribir como x =y+ axcony € 7 y @ € R, lo que probaria el resultado deseado, puesto que en tal
caso se tendria

X =+ {x})

y ademads 7 N ({x}) = {0}, es decir, ¢ es un hiperplano.
Definiendo o = #(x) e y = x — £(x)X se tiene que y € J¢ pues

{(y) = £(x) = L(x){(x) =0,
concluyendo asi x = y + atx.

Finalmente, si £ es continua, dado que 5 = ¢! ({0}) y el conjunto {0} C R es cerrado, entonces
€ es un hiperplano cerrado.
O

Teorema 7.4.3 — Riesz. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y ¢ € X*, es decir, £ : X — R es una
funcién lineal continua. Entonces, existe un inico w € X tal que

£(x) = (w,x) VxeX.

Demostracion. Si ¢ es la funcion nula, entonces w = 0. Si ¢ no es nula, por la Proposicién 7.4.2 se
tiene que
H ={xeX|l(x)=0}

es un hiperplano cerrado.

Seax € X\ A (i.e., £(X) #0) y definamos y = X — P, (x) # 0. Entonces, por la caracterizacién de
la proyeccion Pz (X) (ver Proposicién 7.3.6 y Ejercicio 7.5), se tiene

(y,2) = (X — Py (x),2) =0 Vze A,
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es decir, y € 4. Més aun, ({7}) = 7+

Por otro lado, la proyeccién sobre ({y}) serd (ver Ejercicio 7.7)

(x,5) _
Piisy (x) = IEERE
Definiendo w = ¢ (Hy—”) H%H se obtiene
x,¥) _ y y
X=Py(x)+Pyi(x) =Pu(x)+ <||)_’||2> Vy=Pur(x)+ <x, |}7H> R

Por lo tanto,

0x) = <XH§H>£ (&O —(tw) VxeX.



8. Diferenciabilidad

En este dltimo capitulo de la parte correspondiente a espacios vectoriales normados, introduciremos
el concepto de diferenciabilidad, derivada parcial y diferencial, de funciones definidas en estos espacios.
Estos conceptos generalizardn aquellos aprendidos en cursos anteriores, para funciones definidas sobre
R a valores en R, y mds generalmente para funciones en varias variables (definidas de R" a valores en
R™).

8.1 La derivada parcial

Definicion 8.1.1 Sean (X,||-||x) e (Y,|| - |ly) dos espacios vectoriales normados y A C X un
conjunto abierto no vacio. Una funcién f: A C X — Y se dird derivable parcialmente en xo € A
con respecto a la direccién d € X, si el siguiente limite existe

Df (xo:d) = lfm f(xo"'"t‘? — f(xo) .
t#0

8.1

Al elemento Df(xp;d) € Y se le denominard derivada parcial de f en xy con respecto a d. La
funcién f se dird parcialmente derivable en xo € A si Df(x(;d) existe para todo d € X. Si la
funcién f es parcialmente derivable en x y la funcién Df(xp;-) : X — Y es lineal y continua, se
dice que f es Gateaux diferenciable en xj.

En la definicién anterior, y en general a lo largo de todo este capitulo, se requerird que la funcién
f esté definida sobre un conjunto abierto A, para que tenga sentido poder tomar el limite en (8.1), de
acuerdo a la Definicién 3.1.2. Esto pues en el limite se estd aproximando xp mediante xp 4 ¢d cuando
t — 0, y por ello debemos asegurar que f esté definida en los elementos xg + ¢d.
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Si para € > 0 definimos la funcién ¢ : (—g,&) — Y por ¢ (1) = f(xo+1td) (xg €Ay d € X fijos),
es fécil ver que se tiene la férmula Df(xp;d) = ¢’(0) (la derivada de ¢ en 0) segiin el calculo
de funciones de una variable real. Con esto vemos que cuando ¥ =R y ||d||x = 1, la cantidad
Df(xo;d) se interpreta como la pendiente de f en xy en la direccién d.

@ Si consideramos que X = R" y denotamos por ey, ..., e, los elementos de la base canénica de
R”, entonces la derivada parcial Df(xo;e;), cuando existe, la denotaremos %(xo) €Y o bien
J

d;f(xo), y la llamaremos derivada parcial de f en xq con respecto a x;.

Cuando se habla de la derivada parcial de una funcién f con respecto a x;, se entiende que se trata
de la funcién % :A CR" — Y, donde A es un abierto para cuyos elementos f tiene derivadas
J

parciales, que a cada x € A le hace corresponder % (x) €Y.
J

A continuacién se dejan como ejercicios algunas reglas de célculo para la derivada parcial de
funciones.

Ejercicio 8.1 Si Df(xo;d) existe, demuestre que D f(xp; Ad) también existird para todo A € Ry se
tendrd
Df(xo;Ad) = ADf(x0;d).

Ejercicio 8.2 Sean (X, ||-|x) e (¥, |ly) dos espacios vectoriales normados y A C X un conjunto
abierto no vacfo. Dadas dos funciones f, g: A C X — Y y dos elementos xop € A y d € X tales que
Df(xo;d) y Dg(xo;d) existen, entonces:

(a) D[f +g](x0:d) existe y se tiene
DI[f + g](x0:d) = Df (x0:d) + Dg(x0:d);
(b) Para A € R, D[A f](xo:d) existe y se tiene
D2 f](x0:d) = ADf (x0;d);
(c) SiY =R, entonces D[fg](xo;d) existe y se tiene
DI[fg](x0;d) = g(x0)Df (x0;d) + f(x0)Dg(x0;d);

(d) SiY =Ry f(xo) #0, entonces D[1/f](xo;d) existe y se tiene

D[1/f](x0:d) = — Df (xo:d).

o
f*(x0)

8.2 Diferencialidad (Fréchet)

Que una funcién sea parcialmente derivable o que incluso sea Gateaux diferenciable, no es una
hipdtesis tan fuerte, por ejemplo, esto no implicard que la funcion sea continua. La diferenciabilidad
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en el sentido de Fréchet, es un concepto més restrictivo, pero que nos permitird tener interesantes
resultados.

Definicion 8.2.1 Sean (X, || -||x) e (¥,| -||y) dos espacios vectoriales normados y A C X un
conjunto abierto no vacio. Una funcién f: A C X — Y se dird diferenciable en xy € A o Fréchet
diferenciable en x, si existe una funcién ¢ € Z(X,Y) (¢ lineal y continua de X en Y) tal que

lfm fxo+d) — f(x0) —£(d)

=0.
d—0 Ild]|x

A la funcién lineal continua ¢ (mds adelante veremos que es tinica) se le llama diferencial de f en xq
y se le denota usualmente por Df(xp) € -Z(X,Y) o bien d f(xo).

La funcién f se dird diferenciable o Fréchet diferenciable si es diferenciable en todo elemento
de A y llamamos diferencial de f a la funcién Df : A C X — £(X,Y) que a cada x € A le hace
corresponder el diferencial Df (x) € £ (X,Y) de f en x. Al diferencial de f lo denotaremos Df 6

df.

De la definicién anterior, observe que si f es Fréchet diferenciable en xg, entonces para todo d € X,
con xog+d € A, se tendra

f(xo+d) = f(x0) +Df(x0)(d) +o(d), (8.2)
donde o(+) es una funcién de X en Y que verifica 0o(0) =0y
d
o),
<0 [|dllx

Haciendo el cambio de variable x = xp +d € A, la relacién (8.2) toma la forma
f(x) = f(x0) +Df(x0)(x —x0) +o(x—x9) paratodox € A.

Esta expresion es la que se denomina aproximacion de primer orden de la funcién f en xy, pues se hace
a través de una funcién lineal afin (respecto a la variable x) y el término o(x — xp) es pequeiio cuando x
esta cercano (de acuerdo a la norma en X) de xg .

De la definicién del diferencial de f en xy, si £ = Df(x), entonces para todo € > 0 existird § > 0
tal que
d|lx <& = [|f(xo+d)— f(x0) —£(d)|ly < &l|d]|x.

Un primer ejemplo del calculo del diferencial viene dado por la siguiente proposicion.

Proposicion 8.2.1 Si/ € £ (X,Y), entonces es Fréchet diferenciable y D¢(xy) = ¢ para todo xo € X.

Demostracion. Es directo, del hecho que

U(xo+d) — €(xo) — £(d)
Il

=0 Vdex\{o}.

Veamos ahora que el diferencial de una funcién es tnico.
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Proposicion 8.2.2 Sean (X, || -||x) e (Y,| - |ly) dos espacios vectoriales normados y A C X un
conjunto abierto no vacio. Si una funcién f: A C X — Y es Fréchet diferenciable en xy € A,
entonces su diferencial en ese elemento es Unico.

Demostracion. Si{;y ¢, son el diferencial de f en x(, entonces para todo € > 0 existird 6 > 0 tal que
€ .
ldllx <& = [[f(xo+d) = flxo) = (i(d)|ly < S lldlx  j=1,2.

Por lo tanto,
[d]lx <& = [[ti(d) —La(d) |y < €l|d]|x-

Sid € X\ {0} se tendra %H < & y entonces

od od
4 (atz )~ ()
‘1 ldllx ) 2 \lallx

De esta forma probamos que

<e§  Vdex\{o}.
Y

01(d) — 0> (d
11 — o]l 2x vy = sup 141(d) — &(d)lly <e Ve>0,

dex\{0} lld|lx

de donde se concluye £ = £5.
O

Proposicion 8.2.3 Sean (X, | - |[x) e (¥,] - ||y) dos espacios vectoriales normados y A C X un
conjunto abierto no vacio. Si una funcién f: A C X — Y es Fréchet diferenciable en xy € A,
entonces f es continua en xg, parcialmente derivable y Gateaux diferenciable en xo. Ademaés se
tendrd la igualdad

Df(x0)(d) =Df(xp;d)  VdeX.

Demostracion. Por la Fréchet diferenciabilidad de f en xj se tiene que para € = 1 existird § > 0 tal
que (tomando d = x — xp)

lx—xo0llx <& = [If(x) = f(x0) = Df (x0) (x —x0)ly < [lx—xol[x-
Esto implica que si ||x — xp||x < &, entonces

1F(x) = f(xo)lly < DS (x0) (x —x0) [ly + [lx = xollx < ([Df (x0) | 2x,v) + 1) llx —x0]lx

de donde se deduce la continuidad de f en xg.

Dado d # 0 se tendra (por la Fréchet diferenciabilidad)
f(xo +1td) — f(x0) —Df(x0)(td) 1 fxo+td) — f(x0)  tDf(x0)(d)

0 =Iim = lim —
=0 [t || x |d||x =0 lt] tllld]lx

deduciendo Df(x)(d) = Df(x0;d), lo que concluye la demostracién pues la funcién D f(xp;-) serd
lineal y continua (i.e., Gateaux diferenciable). ]
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Ejercicio 8.3 Sean (X, ||-|x) e (Y,]-|ly) dos espacios vectoriales normados y A C X un conjunto
abierto no vacio. Si la funcién f: A C X — Y es Fréchet diferenciable en xy € A, pruebe que si en
X e Y se consideran otras normas, pero equivalentes a || - ||x y || - ||y respectivamente, entonces la
funcidn sigue siendo Fréchet diferenciable y el diferencial es el mismo.

Ejercicio 8.4 Sean (X,||-|x) e (¥,]-|ly) dos espacios vectoriales normados y A C X un conjunto
abierto no vacio. Dadas dos funciones f, g: A C X — Y Fréchet diferenciables en xo € A, pruebe
que se tendrdn las siguientes propiedades:

(a) f+ g es Fréchet diferenciable en xg y se tiene

D[f +g|(x0) = Df (x0) +Dg(x0);

(b) Para A € R, se tiene que A f es Fréchet diferenciable en xy y
DA f(x0) = ADf(x0);

(c) SiY =R, entonces f - g es Fréchet diferenciable en x( y se tiene

DIf - g](x0) = g(x0)Df (x0) + f(x0)Dg(x0);

(d) SiY =Ry f(xo) #0, entonces 1/f es Fréchet diferenciable en x y se tiene

o[-

f Df(xo) o

1
f*(x0)

Ejercicio 8.5 Sean (X,||-|lx), (Y1,]-|lv),---s(Ya, || - ||v,) espacios vectoriales normados y A C X
un conjunto abierto no vacio.

Demuestre que una funcion f = (fi,...,fn) :ACX — Y =Y; X --- x ¥, serd Giteaux (resp.
Fréchet) diferenciable en xo € A si y solamente si las funciones f;:A CX — Y; (j=1,...,n) son
Gateaux (resp. Fréchet) diferenciables en xp, teniéndose, en el caso de Fréchet diferenciabilidad, la
igualdad

Df(x0) = (Dfi(x0), -, Dfa(x0))-

Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||) y un conjunto abierto A C X, si una funcién f: A C
X — R es Fréchet diferenciable, se tendra que Df(xo) € X* para todo xo € A. En el caso en que X
es un espacio de Hilbert, a este elemento del dual se le identifica con un elemento de X denotado por
Vf(xo0) € X (por el teorema de representacién de Riesz, Teorema 7.4.3), donde

Df(xo)(d) =(Vf(x0),d)  VdeX.

El elemento V f(xo) € X recibe el nombre de gradiente de f en xy. De esta forma, la aproximacién
de primer orden de f en una vecindad de x( serd

f(x) = f(x0) +(Vf(x0),x = x0) +0(x = x0).
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Si X =", entonces V f(xp) = (%(x@,...,%(x@) eR™

A continuacién veremos que la composicion de funciones diferenciables, es una funcién diferencia-
ble, estableciendo ademaés la denominada regla de la cadena.

Proposicion 8.2.4 — Regla de la cadena. Sean (X, |- ||x), (Y, ]| |ly) y (Z,]| - ||z) tres espacios
vectoriales normados, A C X y B C Y dos abiertos no vacios. Si la funcién f: A C X — Y es
Fréchet diferenciable en un elemento xo € Ay g: B C Y — Z es Fréchet diferenciable en f(xo) € B,
entonces g o f es Fréchet diferenciable en xg y se tiene

D(go f)(x0) = Dg(f(x0)) o Df (xo)-

Demostracion. Debemos demostrar

18(f(x0+d)) — 8(f(x0)) — Dg(f(x0))(Df (x0)(d)) |z

—0
ld|lx

cuando d — 0.

Observar que, por la desigualdad triangular y el Corolario 4.2.3, se tiene
18(f (x0 +d)) = 8(f(x0)) — Dg(f(x0))(Df (x0)(d)) |z
< (s (xo+d)) — g(f (x0)) — Dg(f (x0))(f (x0 +d) — f(x0)) |z

A
+[1Dg(f (x0)) || (v, 2)|1.f (X0 +d) — f(x0) = Df (x0) (d)ly -

~~

B
Ahora utilizamos las hipétesis de diferenciabilidad. Sea € > 0, entonces:

» Existe §; > 0 tal que
L

1f(xo+d) = f(xo)ly < (IDf(xo)ll zx vy + D lldlx ¥V d €Bx(0,6).

= Existe 6, > 0 tal que

18(f (x0) +w) = 8(f(x0)) — Dg(f (x0))(W)llz < %HWHY v w € By(0,8).

= Existe §3 > 0 tal que
[f(xo+d)—f(xo)lly <&  VdeBx(0,5)

» Existe s > 0 tal que

1f (x0 +d) — f(x0) — Df (x0)(d)

€

< d Vd € By(0,8,).
b < ez X x(0,8)

Tomando 6 = min{6;, 5, 83,4} > 0y definiendo w = f(xo +d) — f(x0), se obtiene
£

AB<<
th= {3

€
+5)ldlx  VdeBy(0,8),

lo que culmina la demostracion.



8.3

8.3 Valor medio e incrementos finitos 109

Valor medio e incrementos finitos

En esta parte veremos dos resultados importantes que permitirdn estimar los valores de una funcién
a partir de sus diferenciales. Estos resultados son el teorema del valor medio y el teorema de los
incrementos finitos.

Teorema 8.3.1 — Valor medio. Dado un espacio vectorial normado (X, || -||) y un conjunto abierto
A C X, si una funcién f: A C X — R es Fréchet diferenciable en todo punto de un segmento
[x0,y0] = {Ax0+ (1 —=A)yo | A €[0,1]} C A, entonces existe z € (xg,yp) = {Axo+ (1 —A)yo | A €
(0,1)} tal que

(o) — f(x0) = Df(z) (yo — xo0)-

Demostracion. Definamos la funcion ¢ (t) = f(xo+1(yo—xo)) parat € [0, 1]. Vemos que ¢ es derivable
en (0, 1) puesto que para t* € (0, 1) se tendrd

o/ (+*) = lim O +1)—9() _ . Slxo+ (" +0) (0 —x0)) = f(x0+1"(yo — %0))

t—0 t t—0 t

Y

es decir, ¢'(t*) = Df (xo +1*(yo — x0) ) (yo — X0 ). Aplicando el teorema del valor medio para funciones
de una variable real, obtenemos que existe 1 € (0,1) tal que ¢ (1) — ¢(0) = ¢'(n), que corresponde
exactamente a lo que deseamos con z = xo + 1 (yo — Xx0) € (x0,0)- O

@ Si (X, (-,-,)) es un espacio de Hilbert y f : A C X — R es Fréchet diferenciable, entonces, para
Xp, Yo € A tales que [xg,yo] C A, el teorema anterior sefiala que existird z € (xp,yo) tal que

F(o) = f(x0) = (Vf(2),y0 —X0)-

Teoremar8:3:2:==Incrementosifinitos: Sean (X, | -|x) e (¥,| - |ly) dos espacios vectoriales
normados y A C X un conjunto abierto no vacio. Si la funcién f: A C X — Y es Fréchet diferenciable
en todo punto de un segmento [xp,yo] C Ay si L es una constante que verifica ||Df(x)|| ¢(x y) < L
para todo x € [xo, o], entonces se tiene la desigualdad

£ (vo) = f (x0) ly < Lllyo —xol|x-

Demostracion. Supongamos que lo anterior no se tiene, es decir,

£ (vo) = f(x0) ly —Ll[yo —xollx = & > 0.

201 puesto que

£ (vo) = f(m)|ly +[|f(m) = f(xo)lly > [l£(v0) — f(x0)|ly

Si definimos m =

lyo —xollx = [[yo — m||x + [[m — xol[x,
se tendra

1)
Ilf (o) = f(m)|ly — L|lyo —m||x > 5
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o bien

é
I|f(m) — f(x0)|ly —Lllm—xo0|x > 5

Si se tiene la primera de estas desigualdades definimos y; := yg y x; := m. En caso contrario,
definimos y; :=my x1 := xo. Asi, obtenemos

0
1f Ger) = fOlly = Lllxt = yillx = =

Aplicando sucesivamente el mismo procedimiento obtenemos una sucesion de intervalos encajonados

X, Yn] con ||y, — x,||x = 25t v tales que
H)’ozxo\lx y tales q

)

Hf(yn) _f(xn)”Y _LHyn _anX > ?

Puesto que ||x, —y,||x — 0 sabemos que lasisucesiones %, ey { v fiendebenconverger aunmisimo
w e [x(),y()].

Por otra parte, por ser f Fréchet diferenciable en w, de la desigualdad anterior podemos escribir

2% < 1 On) = F W) = (F Gen) = FW))[ly = Ll[yn — xallx

= |DfW)(yn=w) +0(yn —=w) =Df (W) (xn —w) = 00 = w)lly = Llyn —xallx

IN

IDFW)ll20x.)lyn = Xallx + lo@n = w)lly +[lo(n = w)lly = Lilyn — 2l |x,

y como |y, —wlx < [[ya —Xaullx ¥ [|%2 — wl[x < [y — Xa||x, dividiendo la desigualdad anterior por
lvn — xn||x, se tendrd

g llotw =yully , llo(w=xu)lly _

< |IDfW) |l xy) + L.
Do —wollx = P70 llzen == 0=+ I

Tomando limite 7 — +co obtenemos una contradiccién con la hipétesis ||Df(x) || #(x y) < L para todo

x € [x0,Y0].
O

Corolario 8.3.3 Si f: A C X — Y es Fréchet diferenciable, A es un conjunto convexo y se tiene
|Df(x)|l.2x,y) < L para todo x € A, entonces f es Lipschitz.

Demostracion. Dados x, y € A, como A es convexo se tiene que [x,y] € A. Como || Df(x)|| #xy) < L
para todo w € [x,y], se deduce entonces

1FG) =fOlly <Llx=ylx  Vx yeA
0
Definicion 8.3.1 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||), un conjunto C C X se dird conexo,

si no existen dos conjuntos abiertos no vacios C; y C; en X que intersecten C, tales que C; NCy =0
yCCCiUG.
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Proposicion 8.3.4 Sean (X, ||-||x) e (Y,| - |ly) dos espacios vectoriales normados y A C X un
conjunto abierto no vacio. Si la funcién f: A C X — Y es Fréchet diferenciable y su diferencial es
nulo en un conjunto abierto y conexo C C A, entonces f es constante en C.

Demostracion. Demostremos primero que f es constante en toda bola B(x,0) C C. Paray € B(x, ),
dado que [x,y] C B(x,8) CCy Df(z) =0 para todo z € C, se tendrd Df(z) = 0 para todo z € [x,y]. Del
Teorema 8.3.2 concluimos que || f(x) — f(y)||y <0, lo que equivale a decir f(y) = f(x).

Sea ahora xo € Cy definamos

C={eClf)=rlx)} vy C={xeC:f(x)#f(x)}
Puesto que f es continua y C es un conjunto abierto, es fcil demostrar que C; es un conjunto abierto.

Mostremos finalmente que C; es también un conjunto abierto. Sea x € C; y B(x,6) C C. De la
primera parte concluimos que f es constante en B(x,0), y se tendréd entonces f(y) = f(x) = f(xo)
para todo y € B(x, ), que implica B(x,d) C C;. Lo anterior muestra que C; es abierto.

Dado que C;NC, =0, C C CyUC, y ademds C; # 0 (en efecto, xg € C1), del hecho que C es
conexo concluimos que C, = 0, es decir, C = C.
]

Funciones continuamente diferenciables

Las funciones continuamente diferenciables, serdan aquellas que son Fréchet diferenciable y cuyo
diferencial es una funcién continua, como se especifica en la definicién siguiente. Para esta clase de
funciones podremos demostrar teoremas fundamentales en andlisis, que ya se han visto en cursos
anteriores para funciones reales, como son el teorema de la funcién inversa y el de la funcién implicita.

Definicion 8.4.1 Sean (X, ||-|[x) e (Y,]-|ly) dos espacios vectoriales normados y A C X un abierto
no vacfo. La funcién f : A C X — Y se dice continuamente diferenciable o de clase €' si es
Fréchet diferenciable y el diferencial Df : A C X — Z(X,Y) es una funcién continua.

Ejercicio 8.6 Sean (X, ||-|lx) e (Y,| - |ly) dos espacios vectoriales normados y A C X un conjunto
abierto no vacio. Dadas dos funciones f, g: A C X — Y continuamente diferenciables, demuestre
que:

(a) f+ g es continuamente diferenciable;

(b) Para A € R, se tiene que A f es continuamente diferenciable;

(c) SiY =R, entonces f - g es continuamente diferenciable;

(d) SiY =Ry f(xp) # 0 para todo xy € A, entonces 1/f es continuamente diferenciable.
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Proposicion 8.4.1 Sean (X, ||-||x)e (Y,||-||y) dos espacios vectoriales normados y A C X un abierto
no vacfo. Si la funcién f: A C X — Y es continuamente diferenciable, entonces para todo xop € A'y
todo € > 0, existe & > 0 tal que

1FG) = FD)lly < (IDf o)l zxyy +E)Ix=vllx VY, y € B(xo,6).

En particular, la funcién f es localmente Lipschitz.

Demostracion. Seanxg € Ay € >0.Dadoque Df : A C X — Z(X,Y) es una funcién continua en
X, existird § > 0 tal que

IDf ()|l 2xy) <IDf(x0)ll2xy)y+€  Vz€Blxo,0].

Como Blxg, 8] es un conjunto convexo, concluimos por el teorema de los incrementos finitos (Teorema
8.3.2)

1F () = f W)y < (IDf o)l ey +E)x=vlx ¥V x, y€B(xo,9),

que en particular implicard la local Lipschitzianidad. O

Corolario 8.4.2 Sean (X, |- ||x) e (Y,] - ||y) dos espacios vectoriales normados y A C X un abierto
no vacio. Si X es de dimension finita y la funcién f: A C X — Y es continuamente diferenciable,
entonces para todo xo € A 'y r > 0 tal que B[xp,r] C A, se tendrd que f es Lipschitz en B[xo, r], con
constante de Lipschitz L := max |[|Df(z)|| ¢ x.y)-

2E€B|xo,r]

Demostracion. Seaxp € Ay r > 0 tal que Blxg,r] C A. Como B[xo, r] es compacto (X es de dimension
finita; ver Teorema 5.2.1) y Df : A C X — Z(X,Y) es una funcién continua, entonces el conjunto

UIDf (@) l.2x.y) | z € Blxo,r]} = (|| | zx,y) o Df ) (Blxo,7]) € R

es compacto en R, por lo tanto alcanza su maximo, que denotaremos por L > 0, concluyendo por el
teorema de los incrementos finitos que

1FG) = fW)lly <Llx=yllx  Vx, y€Blxo,r].

O]

Ejercicio 8.7 Pruebe que la composicion de dos funciones continuamente diferenciables es conti-
nuamente diferenciable.

Teoremas de la funcidn inversa e implicita

Los teoremas de la funcién inversa e implicita, que demostraremos en esta seccidn, constituyen
herramientas muy utiles en andlisis, como apreciardn en los cursos siguientes de la carrera. Estos
resultados ya los hemos visto para funciones reales de una y varias variables. Lo que haremos ahora,
es demostrarlos en un contexto de espacios vectoriales normados. Tal nivel de abstraccion, tiene su
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justificacién en diversas aplicaciones, aun cuando sus demostraciones, conservan la esencia de aquellas
vistas en cursos precedentes.

Comencemos dando como ejercicio, la demostracioén del teorema de la funcién inversa para
funciones definidas de R en R. El intentar demostrar este resultado, nos dard una idea de los pasos a
seguir, y las hipdtesis que solicitar, para poder demostrarlo en un contexto mucho mas general.

Ejercicio 8.8 Sea f: R — R una funcién de clase €' y xo € R tal que f’(xo) # 0. Pruebe que
existe € > 0 tal que para I = (xo — €,xp + €) se tiene que f : I — f(I) es biyectiva y

F Y (f(0) = =

"(x0)”

Antes de enunciar el teorema de la funcion inversa, introduciremos algunos resultados que necesita-
remos.

Proposicion 8.4.3 Sea (X, ||-||) un espacio de Banach y A una funcién lineal continua de X en X, es
decir, A € Z(X) = £ (X,X). Si ||Al| #(x) < 1, entonces, el operador I — A es biyectivo y su inversa
estard dada por

N
(I-A)"'=Y AF=1im ) A%
keN W=y

donde I : X — X es la funcién identidad en X, A* es la composicién k veces de A y A? = 1.

N
Demostracion. Definamos Ay = ¥, AK€ Z(X) y probemos que {Ay }yen €s una sucesién de Cauchy
k=0

en .Z(X), espacio que serd de Banach pues X lo es (ver Proposicién 6.1.1).
Para x € Bx[0,1] y N, N’ € N, se tendrd

u AN (x
4v() ~Av 9 < ¥ 148200 < X 14510 < X 1Al = o 20
k=N k>N k>N — Al x)
Por lo tanto, para todo € > 0, existird Ny € N (basta tomar N tal que HA||£\£2(X) < e(1—[|Al| #(x))) tal
que
|AN — Ayl zx) <€ YN, N >Ny,

concluyendo {Ay }yen es una sucesion de Cauchy y, por lo tanto,

N
T:=Y A= lim ) A€ Z2(X).
keN N=120

Finalmente probemos que T es el inverso de (I —A). Para x € X se tiene

(To(I=A))(x) =T((I-A)(x) =T(x—-Ax)) =T(x) - T(A(x)) =

= lim i(Ak(x)—Ak“(x)) = lim x— AV (x) = x,

N—>oo =0 N—oo

de donde se deduce T o (I —A) = I. De manera anéloga se prueba (I —A)oT =1.
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Corolario 8.4.4 Sea (X, || -||) un espacio de Banach, entonces
0={Ac Z(X)|A esbiyectiva }
es un conjunto abierto de .Z(X).

Demostracion. Se tiene que 8 # 0 pues la funcién identidad I pertenece a 6. Sea A € 6. Como A no
es el operador nulo (pues es invertible), definamos

1
C20A g

Para L € By(x)(A,€) ={T € L(X) | |T — Al #x) < €} se tendrd

€ > 0.

I(L—=A)o (=A™l 2m) = L =A) oA | ) < (L= A) || 2 IA™ | 20y < 1.

Gracias a la Proposicién 8.4.3 que acabamos de ver, deducimos que  — (L —A) o (—A~') =LoA ! es
un operador biyectivo. De esta forma, obtenemos que

L=(LoA ")oA

es un operador biyectivo al ser composicién de dos operadores biyectivos, probando asi que L € 0, es
decir, B #(x)(A,€) C 6. Esto demuestra que el conjunto 6 es abierto.
O

Corolario 8.4.5 Sea (X, || - ||) un espacio de Banachy f : A C X — X una funcién continuamente
diferenciable, donde A # @ es un abierto. Si para xp € A se tiene que D f(xo) es un operador lineal
biyectivo, entonces existe 6 > 0 tal que B(xp,0) C A y Df(x) es biyectivo para todo x € By (xo, ).

Demostracion. Como Df(xo) € Z(X) es biyectivo y el conjunto de los operadores lineales conti-
nuos biyectivos es un abierto en .Z’(X) (corolario anterior), existird € > 0 tal que todo operador en
By (x)(Df(xo),€) es biyectivo. Como Df : A C X — £ (X) es continua, entonces existird § > 0 tal
que

x € Bx(x0,8) = Df(x) € By (Df(x0),€),

por lo tanto D f(x) es biyectivo para todo x € Bx(xo, ). O

Teorema 8.4.6 — Funcién inversa. Sean (X, || - ||) un espacio de Banachy f: A C X — X una
funcién continuamente diferenciable, donde A # 0 es un abierto. Si Df(x) € -Z(X) es biyectiva
para xo € A, entonces existe un abierto V C X que contiene a xy tal que la restriccién f:V — f(V)
de la funcién f a V es biyectiva, y su funcién inversa f~! es Fréchet diferenciable. Se tendrd ademds

DFf ' (f(x)=Dfx)]"  VxeV.

Demostracion. Primero supondremos que xo = 0, f(xo) =0y Df(xo) = I (identidad). Definamos la
funcién g : A C X — X dada por

8(x) =x—f(x),
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la que resultard ser continuamente diferenciable, con Dg(xo) = Dg(0) = 0. Del Corolario 8.4.4 sabemos
que existird 6 > 0 tal que Df(x) es biyectivo para todo x € B(0, §). Ademds, debido a la Proposicién
8.4.1, se tendra

1
lg(x) =gl < Fllx=yll - Vx, yeB0,5].

Considerando y = 0, se deduce
2(B(0,8)) € B(0,8/3) C B(0,5/2).

Demostremos que para todo u € B[0, § /2] existe un dnico x € B0, §] tal que u = f(x). Esto implicard
que la funcién £, restriccién de la funcién f al conjunto abierto V = f~1(B(0,8/2)) N B(0,§), es
biyectivade V en f(V).

Para u € B[0, 8 /2] definamos la funcién ¢, : B(0,8) — X por

Cu(y) = g(y) +u.

Observe que también se tendrd
1
16u(6) = &)l < lle =yl ¥, y € B[0,4], (8.3)

por lo tanto,
1
1 < 3yl +llulf <6 ¥yeB0,9].

Lo anterior nos indica que la funcién ¢, : B[0,8] — B|0, 8], es decir, la imagen de la bola B[0, §]
mediante la funcién ¢, estd contenida en la misma bola. Ademads, esta funcion es contractante debido a
(8.3). Como X es Banach y B[0, ] es un conjunto cerrado, entonces (B[0, 8],d) es un espacio métrico
completo, con d la métrica inducida por la norma.

Por el teorema del punto fijo de Banach (Teorema 3.1.8), deducimos existe un dnico x € B[0, §] tal
que
by(x) =gx)+u=x—f(x)+u=x.

Por lo tanto, u = f(x). Hemos concluido que la funcién f: V — f(V) es biyectiva, donde f es la
restriccion de f al abierto V. Probemos que f~! es Lipschitz.

Sean u, v € f(V). Definiendo x, y € V como x = f~'(u) y y= f~!(v),dado que f+g=1, se
tendra

lx =yl = [I(f +8)(x) = (f + &) W < le(x) =g + 1/ (x) = fF W]

1
<

[lx =yl + £ (x) = FOI,

9 |

es decir,
=yl <20 f)=fO < IF @) =70l <2Mu=vl  Yu, vef(V).

Mostremos ahora que f~!: f(V) — V es Fréchet diferenciable. Dado z € f(V) C B(0,8/2)
demostremos que

Df () = Df(x)] ™,



116 Capitulo 8. Diferenciabilidad

donde x = f~!(z) € B(0,9).
Seaz € f(V)CB(0,6/2),x=f"'(z) yd € X tal que z+d € B(0,8/2). Definiendo
h=f"z+d)~F(2),
se tiene que f(x+h) — f(x) =dy
Iall =17~ z+d) = 7' )] < 2l|d]l-
Por lo tanto,

If "t @+d) = F' (@) = IDF ] @] _ , Ik = DI (f(x+h) — f))]

<2

i ]
< IDFEI (D) (h) = (f(x+h) = f(x)]
N 7]
IDf () (r) = (f(x+h) — F(x))I|

<2[|[DF)] 2 I7]

Como f es diferenciable en x y ||k|| < 2||d||, la cantidad anterior tiende a cero cuando d — 0.

Ya hemos probado que existe un abierto V donde xo = 0 € V tal que la funcién f: V — f(V)
(restriccidn de f) es biyectiva y su inversa es Fréchet diferenciable con

DF'(f(x)) =[Df)]™"  VxeV.
Para ello hemos asumido que xo = 0, f(xo) =0y Df(xo) = I. Pasemos ahora al caso general.

Definamos la funcién 2 : A\ {xo} € X — X por

h(x) = [Df (x0)) ™' [f (x0 +2) = f(x0)].

Claramente 4(0) = 0y Dh(0) = I. Por lo tanto, dado todo el desarrollo que hemos hecho hasta ahora,
existird un abierto B que contiene al cero, tal que  : B —> h(B) es una biyeccién y cuya inversa es
Fréchet diferenciable. De aqui se deduce que f:V = {xo} +B — Df(xo)(h(B)) + {f(x0)} es una
biyeccion. De hecho, para u € Df (xo)(h(B)) + {f(xo)} se tiene

[Df (x0)] ™" (u— f(x0)) € h(B),

que implica existird x € B tal que h(x) = [Df(x0)] ' [f(x0 +x) — f(x0)] = [Df(x0)] " (u— f(x0)),
concluyendo existe un tnico y = xo +x € {xo} + B tal que f(y) = u. Es decir,

Fl () = (IDf(x0)] ! [ — f(x0)]) +x0-
Como
h(x) = [Df(x0)] ' [f (x0 +x) — f(x0)] = Dh(x) = [Df(x0)]" o Df (x0+x),

entonces, »
Dh™'(w) = [Df (xo+x)] "' o Df(x0),

donde w = h(x) = [Df (x0)] ' [f (x0 +x) — f(x0)]. Por lo tanto,
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=h(x)=w

Df~!(f(xo+x)) = DA™ ([Df (x0)] ™' [f (x0 +x) — f(x0)]) o [Df (x0)] !

= [Df(xo+x)] LoDf(xo) o [Df(x0)] ' = [Df(xo+x)]'  VxeB,
es decir,
DfN(f(x) =[Df(x)]™"  VxeV.
O

Ejercicio 8.9 Sean (X, ||-||) un espacio de Banach y f: A C X — X una funcién continuamente
diferenciable, donde A # 0 es un abierto. Si Df(xg) € £ (X) es biyectiva para xo € A, demuestre
existe un abierto V C X que contiene a xo tal que la restriccién f: V — (V) de la funcién f a V es
biyectiva y su funcién inversa f~! es continuamente diferenciable. Se tendrd ademds

D '(f(x))=Dfx)]"  VxeV.

Dado que ya hemos demostrado el teorema de la funcion inversa, en el ejercicio anterior lo tinico
que se debe demostrar es que f~! es continuamente diferenciable, es decir, hay que probar que la
funcién Df~!: (V) — £ (X) dada por

Df '(u)=Df)]™"  Yuefv),

(donde u = f(x)) es un operador continuo. Para ello, demuestre que el operador ¢ : 6 C Z(X) —
Z(X) definido por ¢(¢) = ¢! es continuo, donde

0={lec Z(X)|l esbiyectiva }

es el conjunto que en el Corolario 8.4.4 se demostré es abierto en .2 (X).

Para enunciar el teorema de la funcién implicita, introduciremos el concepto de diferencial parcial
para funciones definidas sobre un espacio producto.

Definicién 8.4.2 — Diferencial parcial. Sean (Xy,|-||1),-.., (X, -l») € (¥, |- ||y) n+ 1 espacios
vectoriales normados y A C X = X X --- X X, un abierto no vacio. Para una funcién f :ACX — Y
y X=(%,...,%,) € A CXj X --- x X, denotaremos por D, f(¥) (para j = 1,...,n) al diferencial en
X;j de la funcién f(%i,...,Xj-1,",Xj4+1,...,%n) : Aj C X; — Y cuando este existe, donde A; C X es
un conjunto abierto. Entonces D, f(X) pertenecerd a £ (X;,Y).

Al diferencial D, f (%) lo llamamos diferencial parcial de f en X respecto a la variable ;.

Proposicion 8.4.7 Sean (X1, |- |[1),---,(Xu, | - |ln) € (Y, || - |ly) n+ 1 espacios vectoriales normados
yACX =X X---xX, un abierto no vacio. Si f: A C X — Y es Fréchet diferenciable en
x=(%1,....%) €A CX; X--- xX,, entonces para todo d = (dy,...,d,) € X| X ... X X, se tiene la
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igualdad
Df(F)(d) = ). D;f(®)(d;).
j=1

Demostracion. Para j=1,...,n definamos las funciones p; : X — X; y r; : X; — X dadas por

pj(X):xj Vx:(xl,...,xn)EX:Xlx...XXn

I’j(Xj):(O,...,Xj,...,O) VXjEXj.

Jj» Se

tiene
il =il < llxllx y (7Gx = [lxl-

Por lo tanto, Dp(x) = p; € £(X,X;) paratodox € X y Drj(x;) =r; € £ (X;,X) para todo x; € X.
Ademids,

irj(pj(x)):x VxeX,
jn

n
es decir, ), rjop; =1 (identidad de X en X).
j=1

Para ¥ = (¥i,...,%,) € X definamos la funci6n I§ : X; — X por

I}C(Xj) :X—l-rj(xj—ij) = (Xl,...,xj,...,xn).

Observar que DI}(x;) = Drj(x; — %;) = rj € £(X;,X). La derivada parcial de f : A C X — Y con
respecto a la variable j en el elemento ¥, es

D;f (%) =DIf o j](p;(%)) € £ (X;,Y)

= Df(I}(xj)) o DI}(p;(x)) = Df (x) or).

n
Teniamos D f(X) = Df(X)or; y como Y, rjopj=1I, entonces
j=1

Y. D(E)orsop; = Df(5).

=1
T i)

Por lo tanto, para d = (dy,...,d,) se tendrd

DF(E)(d) = f‘,lef(f)(dj)-
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Teorema 8.4.8 — Funcion implicita. Sean (X, ||-||x) e (Y,] - ||y) dos espacios de Banach, A C X x Y
un abierto no vacioy f: A C X XY — Y una funcién continuamente diferenciable. Se define la
siguiente ecuacioén

Flxy)=0. (8.4)

Si (X,5) € A es solucién de (8.4) y se tiene que D, f(%,7) € -Z(Y) es biyectiva, entonces existe € > 0
y una funcién continuamente diferenciable ¢ : Bx (x,€) — Y tales que

(]5()?):)7 y f(x,q)(x)):O V)CGBX()Za‘C“‘)'

Ademas se tiene la féormula

D (x) = —[Dyf(x,9(x)] " oDuf(x,9(x))  Vx€Bx(,e)

Demostracion. Definamos la funcién ¢ : A C X xY — X x Y por @(x,y) = (x, f(x,y)), es decir,
o (x,y) = (px(x,y), f(x,y)). Entonces, ¢ es continuamente diferenciable y

Do(x,5) = (px,Df(%,7)).
Para d = (dx,dy) € X XY se tendrd
Df(x,5)(d) = Dx f(%,5)(dx) + Dy f(%,9)(dy),
y como D@(%,5) = (px,Df(%,7)), deducimos que D@ (%, 7) es biyectiva, pues
[Do(x,3)] ™ (r,uy) = (r, — ([Dy f(£,5)] " o Dx f(%,5)) (ux) + [Dy f(%,5)] " (uy))

para todo u = (ux,uy) € X xY (chequee cuidadosamente la igualdad anterior).

Por lo tanto, existird un abierto V C X x Y que contiene a (%,7), talque ¢ : V C X xY — ¢(V)
es biyectiva y ¢! es diferenciable en una vecindad de ¢(%,7) = (¥, f(%,7)) = (%,0). Ademds, por el
teorema de la funcidn inversa,

Dlp '(p(x,y)) = [Do(x. )" V(xy)eV.
Para v = (vy,vy) € X x Y denotemos

(pil(vxvvy) = ((P);l(v)mvy)a @;1(anvy))'

Sea € > 0 tal que Bx (X, €) X By(y,€) C V. Definamos ¢ : Bx(x,€) C X — Y por

O(x) =@y ' (x,0) = ¢y ' (rx(x)).

Como ¢(x,y) = (%,0) se tendrd

Por lo tanto, ¢ (X) = y. Por otro lado, para x € Bx (%, €) se tiene

(x,O) = (P(q)il(x?())) = qD(gD)zl(x,O),qD;l(x,O)) - ((p)zl(x70)7f((p);1(x70)7(Pljl(xvo)))a
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es decir,

o' (x,0)=x y flor'(x0),0;"'(x,0)=f(x,0(x)) =0  Vx&Bx(%e).

Finalmente, como ¢ (x) = @, ' (rx(x)), se tiene
D¢ (x) =Dy ' (rx(x)) orx,

que implica
D¢(x)(dx) = Doy ' (rx(x))(dx.,0).

Como rx(x) = (x,0) = @(x, ¢(x)), entonces

D¢ (x)(dx) = Dgy ' (9(x,6(x)))(dx,0) = [D(x,$(x))]; " (dx,0) =

= — ([Dyf(x,0(x)] " o Dxf(x,0(x)) (dx) ~ Vdx €X,

de donde se obtiene

D¢ (x) = — ([Dyf(x,¢(x))] ' oDif(x,0(x)))  Vx€EBx(%e).
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8.5 Diferencial de orden superior

Para finalizar la segunda parte de este texto, dedicada a los espacios vectoriales normados, introdu-
ciremos brevemente el concepto de diferencial de orden superior. No profundizaremos en este término,
de hecho solo hablaremos del diferencial de orden dos, entendiendo que podemos aumentar el orden
siguiendo los mismos procedimientos.

Definicion 8.5.1 — Diferencial de orden dos. Sean (X, ||-||x) e (Y, ]| -||y) dos espacios vectoriales
normados y @ # A C X un conjunto abierto. Una funcién f: A C X — Y se dice es dos veces
Fréchet diferenciable en X € A, si es Fréchet diferenciable en X y la funcion Df : A C X — Z(X,Y)
también es Fréchet diferenciable en .

En este caso, el diferencial de orden dos de la funcién f en X seré el operador lineal continuo
D’f(x) : X — £ (X,Y) dado por

D’f(%) = DIDf](X) € L(X, Z(X,Y)).

Se dird que f es de clase €7 si f y la funcién Df son de clase € o, dicho de otra forma, si las
funciones Df :ACX — Z(X,Y)yD*’f:ACX — Z(X,£(X,Y)) son continuas.

De acuerdo a la anterior definicién, uno puede definir los diferenciales de orden superior de manera
inductiva.

Supongamos ahoraY =Ry f: A C X — R dos veces Fréchet diferenciable en A.

Para ¥ € A y d € X definamos la funcién ¢ : R — R por
0(t) = f(7+1d).
Entonces, por el teorema fundamental del cdlculo se tendra
! !/
o(1) = p(0)+ [ ¢

donde ¢'(t) = Df(x+1td)(d).

Como Df:A CX — Z(X,Y) es Fréchet diferenciable en &, se tiene que

o DF(E+d) = D)~ DA (D)(d)
d—0 Ild||

=0,

es decir, para d,h € X se tendrda

(i DI -+ 1) () = DF(D) () D2 (D) (@) ()

=0. 8.5
=0 t]|d|| ®-5)

Lo anterior quiere decir que Df(x+td)(h) se puede escribir como

Df(+1td)(h) = Df(%)(h) +1D f () (d)(h) + o(td) (h),
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donde la funcion o : X — X* satisface 0(0) =0y
o(d)/||d|| = 0 (limite en X*),
cuando d — 0. De hecho, de acuerdo a (8.5), estamos tomando

o(d) =Df(i+d) — Df(X) — D*f()(d) € X*.

Para d € X veamos que la funcién

satisface

2
d

tim <9 _ 0 (fmite en R),
d=0 [|d|[x
Como o(d)/||d|| — 0, se tiene que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
lo(d)llx- <2elld] ¥ d € By(0,5).

Por lo tanto, para todo d € Bx(0,0) se tiene

1 1
02(@) < [ otad)(d)ldr < [ Jo(od)

que implica

1
xeldllxdr < [ 2er]al; = el d].

[0 ()|
1%

<e VYdeBy(0,5),

concluyendo lo que deseamos.

Recordemos que ¢(r) = f(x¥+td) y entonces tenfamos
(1) = +/ O'()dt & fE+d) = +/ Df(F+1d)(d)dt

= fE+d) = (D) + / (DFE)(d) +D2£(®)(d)(d) +oltd) (d)) dr,
de donde deducimos
FE+d) = £+ DAED) + 3D F(2)(d)(d) + 0*(d).

Escribiendo d = x — X en la anterior igualdad, se tiene

1
F@) = f(®) +Df (@) (x = %) + 5D [ (®) (x = ) (x = F) + 0* (x =),
que es una aproximacién de segundo orden de f en torno a .

Si X = R" y consideramos el producto punto (-,-) en ese espacio, se tiene que (X, (-,-)) es un
espacio de Hilbert, por lo que Df(X) se identifica con V f(x) € R".

Por otro lado, el operador D?f (%) € Z(X,.Z(X,R)) = Z(X,X*) = Z(X,X) = Z(X) se identifica
con la matriz Hessiana (matriz en M,,,(IR)). Por lo tanto, la aproximacién anterior se escribe

) =f() +(Vf(F), (x—%)) + %<D2f(f)(x—f)v (x—3)) +0*(x—%).
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Ejercicio 8.10 Sea f : R” — R una funcién dos veces Fréchet diferenciable. Si para ¥ € R”" se
tiene que V(%) = 0y D*>f(%)(d)(d) > 0 para todo d € R"\ {0}, demuestre que % es un minimo
local de f, es decir, existe § > 0 tal que

fF) <flx)  VxeBx(%96).

Ejercicio 8.11 Sea (X,||-||)) un espacio vectorial normado y f : X — R una funcién dos veces
Fréchet diferenciable. Si para & € X se tiene que Df (%) = 0y existe & > 0 tal que D?f(x)(d)(d) >0
para todo x € Bx (%, €) y d € X, demuestre que X es un minimo local de f.






Ejercicios resueltos

Ejercicio 10. Sean (X, ||x), (Y, |- |ly) y (Z,] - ||z) tres espacios vectoriales normados y b: X XY —
Z una funcién bilineal, es decir, para todo x € X e y € Y fijos, las funciones b(-,y) : X — Z y
b(x,-) : Y —> Z son lineales.

1. Demuestre que si b es continua en (0,0) € X x Y, entonces existe L > 0 tal que

1b(ey)llz < Lllxllx [Iylly ¥ (xy) € X xY. (8.6)

Solucion. Si b es continua en (0,0), para € = 1 existird 6 > 0 tal que
max{lxl|x, [ylly} <& = [[b(x,y)llz < 1.
Seanx € X \ {0} ey € Y\ {0}. Al definir X = dx/||x||x y ¥ = 8y/||y|ly, se tendrd
méax{|[|%]lx, [y} < 6,

por lo tanto,

[b(%,9)]z < 1.
Por la bilinealidad de b obtenemos
. b(x,y)
b(%,§) = 6%,
[[xllx [ly[ly

concluyendo entonces
1b(x,9)llz < Llixllx Iylly ¥ (x,y) €X XY,

donde L =1/82. [ |
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2. Pruebe que si existe L > 0 tal que (8.6) se tiene, entonces b es continua en todo elemento
(x,y) €X xY.

Solucion. Sea (x,y) € X xY y € > 0. Tomemos é > 0 tal que
La(||%][+[I5]+6) <e.
Si méax{||x—x||x, |y — ||y} < 9, entonces, por la bilinealidad de b y la relacién (8.6), se tendrd
16(%,9) = b(x,y)llz = [[b(%,5 = y) +b(x —x,y) 1z < L(IX]|x |7 = ¥lly + £ = xl|x [I¥]]y)-
Por lo tanto,
16(%,7) = bx,y)llz < LE(||xl|x + [lylly) < LS([[]| + (5] + 6) <,

lo que nos permite concluir que b es continua en (%, 7). |

Ejercicio 11. Considere un espacio de Hilbert (H, (-,-)) y una sucesion de conjuntos convexos cerrados
C, C H tales que C1 CCy paratodo k € Ny

C:=[)C#0.

keN

Dado x € H, para k € N se define x; como la proyeccion de X sobre el conjunto Cy, es decir, x; € C y
ademas

|k — || = dc, (%) == xlencfk ||x — %]
1. Pruebe que dc, (X) < dc,,, (¥) < dc (%) paratodo k € N'y, por lo tanto, existe d* € R con d* < d¢ (%)

tal que dc, (X) — d*.

Solucion. Como C C Cyy1 C Cy, se deduce d¢, (X) < dc,., (X) < dc(%) para todo k € N, pues si
A C B, entonces el infimo sobre B es menor o igual que el infimo sobre A. Al ser d¢, (X) una
sucesion creciente y acotada superiormente en R, existird d* € R tal que d¢, (X) — d*. Finalmente,
como dc, (%) < dc(%), se tendrd d* < dc(X). |

2. Demuestre que para todo n > k se tendra

Xi + Xy

{=dato

y, por lo tanto,

2

MO ol <d2 (@) -di(®)  Vaxk

1 _ _
5 Il — x| = dg, (%) +dg, (%) -2
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Solucion. Paran > k se tiene x,, € C. Como x;, € Cy y Cy es un conjunto convexo, se deduce

X+ x5,
2

€ Cy,

concluyendo
X+ Xp

—J?H > dck(f).

Por otro lado, por la ley del paralelogramo (ver Ejercicio 7.1) se deduce

1 5 12 _12 X +Xp _2 2 0 X+ Xp _2
S b=l = oo = 22+ o= 22 = 2| S 3| = 2, (9 + dfy (5) -2 ,
que, en conjunto con la desigualdad antes obtenida, permite concluir

1

Euxn—kaZ <di(¥)—di () Vn>k (8.7)

3. Concluya que existe x* € C tal que x; — x* y ademads, x* corresponde a la proyeccién de X sobre C.

Solucion. De la desigualdad (8.7), se deduce que la sucesion {x }ren s de Cauchy. Como H es
un Hilbert, existird x* € H tal que x; — x*. Ademds, como para cada k € N se tiene que x,, € Cy
para todo n > k y Cy es cerrado, deducimos que x* € C; para todo k € Ny, por lo tanto, x* € C.

Finalmente, como ||x; — X|| = d¢, (¥) < dc(X), se tiene
[l = x| < de(x) < [lx" —x]),

donde la dltima desigualdad es debido a que x* € C, concluyendo entonces que x* es la proyeccién

de X sobre C. |
Ejercicio 12. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert. Para un conjunto C C H se define su polar mediante

C°:={x"€H]| (x,x") <1 paratodo x€C}.
1. Demuestre que para todo C C H se tiene que C° es un conjunto convexo cerrado de H y ademas
0ec.
Solucion. Sean x*, y* € C°y A € [0,1]. Parax € C se tendré
A+ (1=A)y") = A0, x") + (1 =A)(x,y") <A+ (1-A1)=1.
Por lo tanto Ax* + (1 —A)y* € C°, probando asi la convexidad de C°.
Como (0,x) =0 < I paratodo x € C, se tiene 0 € C°. Finalmente, dada una sucesién {x} }xeny € C°

convergente a x*, para x € C se tiene (x,x;) < 1, por lo tanto (x,x*) <1 para todo x € C, es decir,
x* € C°, probando de esta manera que C° es cerrado. |
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2. Pruebe que C C (C°)°.

Solucion. Sea x € C. Por la definicién de C° se tiene que (x,x*) < 1 para todo x* € C°, por lo
tanto, x € (C°)°. [ |

3. Si0 € Cy ademds C es convexo y cerrado, demuestre que si x ¢ C, entonces existe ¥ € H \ {0}
tal que
(0, ©) >1>(n%)  VyeC,

concluyendo que ¥ € C°.

Solucion. Six ¢ C, por el Teorema de Hahn-Banach (ver Corolario 6.3.7), existe ZE Hy a € R
tales que
(x,7)>a>(yz) VyeC

Como 0 € C, de la segunda desigualdad deducimos o > 0y, por lo tanto, (x,z) > 0. Definiendo
X =2Z/(x,Z) se obtiene
(x,%) > 1> (y,%) VyeC,

de donde se deduce ¥ € C°. [ |

4. Si0 € Cy ademas C es convexo y cerrado, pruebe que C = (C°)°.

Solucion. Seax € (C°)°. Six ¢ C, por la parte anterior existird X € C° tal que (x,x) > 1, lo que
es una contradiccion con el hecho de que x esté en (C°)°. Por lo tanto, x € C. De la inclusion
demostrada en la segunda parte, se concluye C = (C°)°. [ |

Ejercicio 13. Sea X = R” dotado de la norma Euclidiana. Para m € N con m < n, calcule la funcién
Pc(x), proyeccion de x € R” sobre el conjunto C, el cual estéd definido por:

C={x=01,...,x) ER"|x1 = =X =0y Xpps1,...,%, > 0}.

Solucion. De manera directa se tiene que C es un conjunto convexo no vacio, pues (0,...,0) € Cy para
x=(x1,..., %),y = (1,...,yn) en Cy o € [0, 1], se tiene que otx;+ (1 —a)y; =0paral < j<my
oxj+(1—a)y; >0param+1 < j <n.La cerradura de C se obtiene del hecho que C es un producto
de conjuntos cerrados en R, pues

C={0} x {0} x---x {0} xRy x--- xRy

Entonces, dado que C es un convexo cerrado no vacio, la funcién Pe(+) estd bien definida (ver Corolario
7.3.5).

Para x = (x1,...,X,) € R", probemos que Pc(x) = (y;)j=1,..»» dado por

0 sil<j<m
v = (8.8)

méx{0,x;} sim+1<j<n,
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es la proyeccion de x sobre C. Primero observe que Pc(x) € C. Luego, utilizaremos la caracterizacion
de la proyeccion sobre un convexo cerrado (ver Proposiciéon 7.3.6) dada por

(x—Pc(x),z—Pc(x)) <0  Vz=(z1,...,21) €C.

El producto escalar se escribe como

3

n n

xj=y)zi=y) = Y (i =y)zi—y)+ Y, &i=y)zi—y)= Y x—=y)zi—yi),
1 = j=mr1 j=mt1

™=
]

J

donde y; estd dado por (8.8). En la anterior expresion, se ha eliminado la sumatoria de j = 1 hasta j =m
dado que para esos indices se tiene z; =y; = 0. Paralos j =m+1,...,nse tiene que (x; —y;)(z; —yj) =
(xj —max{0,x;})(z; — max{0,x;}). Por lo tanto, si x; > 0 obtenemos

(xj —mdx{0,x;})(z; — mdx{0,x;}) =0,
y six; < 0 se obtiene
(xj —médx{0,x;})(zj —max{0,x,}) =x;z; <O0.

En consecuencia
n

(x—Pe(x),z—Pe(x)) = ) 1()Cj —yi)(zj—;) <0,
Jj=m+

para todo z € C, concluyendo que efectivamente Pc(x) dado por (8.8) es la proyeccion de x sobre el
conjunto C. |

Ejercicio 14. Sean (X, || - ||x) e (Y, ]| - ||y) dos espacios vectoriales normados y 7 : X — Y una funcién
lineal continua. Si X es Banach y existe ¢ > 0 tal que

IT()lly = clxllx  YxeX, (P2)
demuestre que la imagen o rango de T es un subespacio vectorial cerrado de Y.
Solucion. Dado que T es una funcidn lineal, inmediatamente se tiene que

Im(T):={T(x) |xeX} CY

es un subespacio vectorial. Probemos que es cerrado. Para ello, consideremos una sucesion {y }xen C
Im(T) tal que y; — y para algtin y € Y. Debemos probar que y € Im(7).

Para cada k € N, se tiene que existe x; € X tal que yx = T'(xx). Como {yx }ren €s convergente, serd
una sucesién de Cauchy, por lo tanto, para € > 0 existird ko € N tal que

vk —=yelly = IT (o) =T (xw)|ly < €/c kK" > ko.

Por (P2), se tendra
e —xellx <& kK > ko,

y, por lo tanto, {x;}ren € X es una sucesion de Cauchy en X. Como X es Banach, existe x € X tal
que x; — x. Por la continuidad de 7', concluimos que y; = T (x;) — T (x) =y, demostrando asi que
y € Im(T), es decir, Im(7T') es cerrado. [ |
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Ejercicio 15. Sean (X, (-,-)x) e (¥, (-,-)y) dos espacios de Hilbert y A : X — Y una funcién lineal
continua, es decir, A € £ (X,Y).
1. Paray €Y se define el operador ¢ : X — R dado por

0(x) = (Ax,y)y VxeX.
Pruebe que ¢ € Z(X,R) = X* y que existe un tnico wy, € X tal que
l(x) = (Ax,y)y = (wy,x)x  VxeX. (8.9)

Solucion. Paray €Y (fijo), comencemos por probar que ¢ : X — R es lineal. Dados x, X' € X y
A € R, se tendra

Ux+Ax") = (A(x+Ax"), )y = (Ax,y)y + A {AX,y)y = £(x) + AL(x'),

probando asi que £ es una funcién lineal. Demostremos es una funcion lineal continua. Para ello,
observamos que

1) = [{Axy)y | < [[Ax]ly lIylly < (lAllzeeyy blly) [Ixllx - VxeX.
Por lo tanto, existe M = [|A|| #(x y) [[y[ly > O tal que
L) <Mixlx  VxeX,

probando asi que ¢ € X*. Finalmente, por el teorema de representacion de Riesz, se tendrd que
existe un tnico wy, € X tal que

0(x) = (wy,x)x VxeX.

2. Considere la funcién A* : Y — X definida por A*y = wy donde, para y € Y, el elemento w, € X
es el dnico que satisface (8.9), determinado en la parte anterior. Pruebe que A* € Z(Y,X) y que

1A v x) < Al 2(x v)-

Solucién. Demostremos que A* : Y — X es lineal. Dados y, y € Y y A € R, se tiene que
A*(y+2Ay') = wyi2y, donde (de la parte anterior) sabemos que wy 3 € X es el tinico elemento
que satisface

(Wy 2y, X)x = (Ax,y+24Y )y = (Ax,y)y + A (Ax,y')y VxeX.
También de la parte anterior, sabemos que A*y = w, y A*y' = wy son los tnicos elementos que
(wy,0)x = (Ax,y)y y  (wy,x)x =(Axy)y  VxeX.

Por lo tanto,
Wyiay s X)x = (Wy, X)x +A(wy,x)x  VxeX,

concluyendo asi que A*(y +Ay') = wy 3y = wy +Awy = A*y+ AA*Y, lo que prueba la lineali-
dad de A*.
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Para probar la continuidad de A* se tendra que

1A% = (A, AY)x = 0. AA@Y))y < [lly IAllzxr) [AYIx  Vyer.

Por lo tanto
[Alx < Al 2y Ivly — Vyey,
de donde se deduce la continuidad de A* y la desigualdad

1A* | 2vx) < lAll.2(x.x)-

. Pruebe que existe un tinico A* € .2 (Y, X) que satisface
<Ax7y>Y:<A*y7x>X VXGX, V)’GY;

y que
1A% 2v.x) = Al 2x v)-

Solucion. La existencia de A* € Z(Y,X) ya estd demostrada en el punto anterior. Probemos
entonces la unicidad de A*. Si existen A} y A3 tales que

(Ax,y)y = (Apxx = (Ayx)x = (A1 -Ayx)x =0 VxeX, VyeY,
paray € Y definimos x = (A} — A3)y, obteniéndose
I(AT =A% = (AT —ADy, (AT -A)y)x =0 VyeY.
Por lo tanto A7 = A3.
Como A* : Y — X estd en .Z(Y,X), siguiendo lo ya hecho hasta ahora, sabemos existe A** :

X — Y que estard en .Z(X,Y) tal que

(Ay,x)x = (A"x,y)y VxeX, VyeYy

1A N 2x vy < A 2v.x)-

Dado que
(Ax,y)y = (A"y,x)x VxeX, VyeY,

deducimos que A = A** concluyendo

1Al 20 = A7 2(rx)-
|

Ejercicio 16. Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado y (X*, || - ||+) su espacio dual, dotado de la
norma

l¢]l« = sup @: sup £(x) VieX™,
rex\foy Xl xemjo.

donde BJ0, 1] es la bola cerrada de centro 0 y radio unitario en X.
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1. Pruebe que para todo M > 0 se tiene

sup £(x) = M|/« VieX”.
XEB[0,M]

Solucion. Para M > 0 se tiene que

M
sup l(x)=— sup L(x)=M sup L(x/M)=M sup [(z)=
XEB[0,M] XEB[0,M] XEB[0,M] Mz€eB[0,M]

=M sup {(z)=M]|/{| VieX”.

Z€B[0,1]
|
Demuestre la siguiente desigualdad
L
[lx|| > sup (x) VxeX.
cex\{o} 1€l
Solucion. Paratodo ¢ € X* se tiene que
€] <llxllx = () VxeX.
Por lo tanto,
4
|lx[| > sup (x) VxeX.
eex-\{oy €]l
|
. Suponga que existe x € X tal que
14
||lx[[ > sup (x) :R,. (8.10)

cex-\joy 1€l

Para € > 0 tal que
||x|| > R.+ €,

demuestre que existe £ € X*\ {0} tal que
() > (Re+-€)[[ 7|+

Solucion. Siparax € X se tiene (8.10) y dado € > 0 tal que ||x|| > R, + &, entonces x no estd en
el conjunto convexo cerrado B[0, R, + €]. Por el Teorema de Hahn-Banach, sabemos que existen
€ X*\{0} y a € R tales que

F(x)>a>1(z) V z € B[O,R, + €.

Es decir

C(x)>a>= sup  £(z) = (Re+€)[|€7]]s,
2E€B[0,R+¢€]

donde la dltima igualdad se obtiene de la primera parte de este problema. |
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4. Concluya que para todo x € X, se tiene la igualdad

l(x
o= sup (.
cex\ {0} II€]]«

Solucion. Por la segunda parte de este problema, sabemos que

f(x
o> sup )
cex-\{oy 1€l

R, VxeX.
Si la desigualdad fuese estricta para algin x € X, por la parte anterior deducimos que para € > 0
tal que ||x|| > R, + €, se tendré que existe £* € X* \ {0} tal que

C(x) > (Re+€)[[€ ]|« > Rell€7]]

es decir,
¢ Ex) >R, = sup £x) ,
161 tex=\(oy 14][«

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, para todo x € X se tiene la igualdad

l(x
= sup (.
cex=\{oy [1€]]+

Ejercicio 17. Sean (X, (-,-)x) e (¥, (,-)y) dos espacios de Hilbert.
1. Para € X se define la funcién f : £ (X) — R dada por

(L) =(L(x),L(x))x  VLeZ(X).

Pruebe que f es Giteaux diferenciable y para L, T € £ (X) calcule Df(L;T).

Solucion. Probemos que f es Giteaux diferenciable. Para L, T € .Z(X) se tendrd

DALT) — tim LET) =) o (L)), (L T) () = (D), LD)x

t—0 t t—0 t

Por la bilinealidad y simetria del producto interno y la linealidad de las funciones L y T obtenemos

DALT) = tim ZEOT O AT @ TE) o o) iy

t—0 t

Como la funcién Df(L;-) : £ (X) — R definida por
DALT) =2(L(E®,T(@)x YT eL(X)

es lineal continua (composicién de funciones continuas), se deduce que f es Gateaux diferencia-
ble entodo L € £ (X). n
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2. Sea h: X — Y una funcién Gateaux diferenciable tal que h(ox) = ah(x) paratodo o € Ry

para todo x € X. Para d € X, calcule Dh(0;d) y demuestre que h € £ (X,Y).

Solucion. Como h(ax) = oh(x) para todo a € R se tiene que 2(0) =0y h(td) = th(d) para
todo7 € Ry d € X. Considerando lo anterior, calculemos Dh(0;d) parad € X:
h(td) —h(0 th(d
Dh(0:d) — 1im "D =1O) _ g 1) .
t—0 t t—0 f
Como h es Gateaux diferenciable de acuerdo al enunciado, se tiene que Dh(0;-) = h(-) estd en
Z(X,Y), probando asf lo requerido. [ |

. Suponga ahora que X =R" y (-,-)x es el producto punto usual en R". Para S € S,(R) (matriz

simétrica de n x n) se define la funcién g : X \ {0} — R dada por

o) = SENX ey o
(x,x)x

Para x € X \ {0} calcule Vg(x) € X y pruebe que Vg(x) = 0 si y solamente si, x es un vector
propio de la matriz S.

Solucion. Primero probemos que la funcién g es una divisién de funciones Fréchet diferenciables.
De hecho,

donde g, g2 : X \ {0} — R estdn dadas por
gi(x)=(Sx,x)x y g(x)=(x,x)x VxeX.
Para la funcién g; veamos que su diferencial de Fréchet en x € X viene dado por
Dgi(x)(d) =2(Sx,d)x VdeX.

Para probar esto, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz y viendo a la matriz S como un elemento
de Z(X), se tendré que existe M > 0 tal que ||Sd||x < M||d||x y, por lo tanto,

[(Sd,d)x| <M|d|3  VdeX.
Adicionalmente, como § es una matriz simétrica, se tendra

(Sd,x)x = (d,Sx)x Vx, deX.
Por lo tanto

(S(x+d),x+d)x — (Sx,x)x —2(Sx,d)x

< Ml|d][x-
I[]x

Lo anterior implica

fm (S(x+d),x+d)x — (Sx,x)x —2(Sx,d)x
d—0 ||ld||x

0,
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probando asi que g; es Fréchet diferenciable y Dgi(x)(d) = 2(Sx,d)x. Considerando S la matriz
identidad, de igual forma probamos que g, es Fréchet diferenciable y que Dga(x)(d) = 2(x,d)x.
De esta forma, se tiene que la funcién g es Fréchet diferenciable en los elementos donde g, no se
anula, obteniendo

De(x)(d) = &2 ()Dg1 (x)(d) — 81(x)Dga(x:d) _, ({x,x)x (Sx,d)x — (Sx,2)x (x.d)x)

g (x) N ((xx)x)?

para todo x € X \ {0}. Como Dg(x)(-) es una funcion lineal continua de X en R, es decir,
Dg(x) € X* y X es un espacio de Hilbert, se puede encontrar un representante de Dg(x) en X,
que es el denominado gradiente de g en X y que se denota por Vg(x). De la expresion anterior,
definiendo

Vo(x) = W«x,m Sv— (S, x)x x) € X,

observamos que
Dg(x)(d) = (Vg(x),d)x ~ VdeX.

Finalmente, se tendra
(Sx,x)x

Vg(x) =0 < (x,x)x Sx=(Sx,x)x x & Sx= ety

x?
de donde se deduce que si Vg(x) = 0 entonces x es vector propio de S. Por otro lado, si x es
vector propio de S, entonces existe A € R tal que Sx = Ax y, por lo tanto,

2 2

Vg(x) = —— ({x,x)x Sx— (Sx,x)x x) = (ex

((x,x)x)? ((x,x)x Ax — (Ax,x)x x) = 0.

Ejercicio 18. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y (X*,|| - ||) su espacio dual.
1. Considere dos sucesiones {x; }ren € X, {€x }ren € X* y los elementos ¥ € X y £ € X* tales que

=%y Uz)—=lz) VzeX.

Demuestre que ¢4 (xy) — £(X).

Solucién. Como ¢(z) — £(z) para todo z € X, se tendrd

sup [lg(z)| < 4o VzEX.
keN

Como (X, || - ||) es un espacio de Banach, por el teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 6.2.1)
se tendrd que existe M > 0 tal que

[lell« <M YkeN,
donde || - ||« es la norma en el espacio dual X*. Por lo tanto
[0k (o) = ()] < [l (ei) — LX)+ [€(%) — £ = [ (0 — 2) | + [ (%) — £(F)]
< [l i = 1| + 1€ (%) — £()| < Ml — 7| + 1€ (%) — £(F)| — 0.

Lo anterior se deduce del hecho que x; — % (en X) y (%) — £(%) (en R). Se prueba asi que
fk(xk) — Z()f) |
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2.

Sea {x¢ }ren € X una sucesion y X € X tal que ¢(x;) — ¢(X) para todo ¢ € X*. Demuestre que la
sucesion {x; }xen es acotada. Para realizar esto, recuerde que X puede verse como un subconjunto
del espacio bi-dual X** y asuma que la norma del bi-dual es equivalente a la norma || - ||.

Solucion. Los elementos x; € X pueden ser vistos como elementos de X** que operan sobre X*
de la forma x; : X* — R, dado por x; (¢) = £(xx) € R para ¢ € X*. Como ¢(x) — ¢(x) para todo
£ € X*, se tendra que

sup [l(xp)| < 4e0  VIleXT,

keN
y dado que (X*,||-||+) es espacio de Banach, por el teorema de Banach-Steinhaus se tendrd que
existe M > 0 tal que

||k || < M VkeN,

donde || - ||« es la norma en el espacio bi-dual X**. Como las normas ||-|| y || - ||« son equivalentes,
se concluye que {x; }ren es acotadaen (X, || - ||). [ |

. Considere dos sucesiones {x; }xen € X, {x}xen € X* y los elementos x € X y £ € X* tales que

{r — ¢ (convergenciaen X*) 'y p(u)—pE VpeX*t

Demuestre que £ (xz) — £(X).

Solucion. Por el punto anterior se tendrd que la sucesion {x; }reny C X es acotada, es decir, existe
M > 0 tal que
[lxe]| <M VkeN.

Por lo tanto
[ () — ()] < 1 (er) = L0a) |+ 100xk) = E®)| < (1= L]l + [£00k) — £(%)]
< M|l = 2|+ |0 (xi) — £(%)| — 0.
Lo anterior se deduce del hecho que ¢, — ¢ (en X*) y £(x;) — #(%) (en R, pues £ € X*). |

Ejercicio 19. Sean (X, (-,-)x) e (¥,(-,-)y) dos espacios de Hilbert, X de dimensién finitay K C X un

COI’LO]

convexo cerrado. Para el cono K se define su polar positivo por

Kt={x"eX|{xx)x>0 VxeKk}.

Sea T € Z(X,Y) un operador lineal continuo e inyectivo y T* € .Z(Y,X) su operador adjunto, es

decir,

1.

(T(x),y)y ={x,T*(y))x VxeX,VyeY.

Demuestre que el conjunto
T(K)={y=T(x)|xeK}

es un cono convexo cerrado.

'Un conjunto K C X se dice que es un cono, si 0 € K y si x € K entonces Ax € K para todo A > 0.
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Solucion. Para probar que T (K) es un cono, consideremos y € T (K). Entonces, existird x € K
tal que y = T (x). Para A > 0 se tiene que Ay = AT (x) = T'(Ax). Como K es un cono se tiene que
Ax € K y, por lo tanto, Ay = T'(Ax) € T(K), demostrando asi que 7'(K) es un cono. En particular,
0=T(0) e T(K).

Demostremos que 7' (K) es convexo. Sean y;, y» € T(K), es decir, existen x1, x, € K tales que
yi=T(x1) ey, =T(x2). Para @ € [0, 1] se tendrd que

ayr +(1—a)yy = aT (x1) + (1 — )T (x2) = T (ax; + (1 — &)xz).
Como K es convexo, entonces axj + (1 — o)xz € K por lo tanto
ay; + (1 —a)y € T(K)

probando asi que T (K) es convexo.

Para demostrar que 7'(K) es cerrado, tomemos una sucesion {yi }xeny € T(K) convergente a un
y € Y. Debemos probar que y € T(K). Como y; € T(K) existird x; € K tal que y, = T (x¢). Si
la sucesion {x; }xeny C K es acotada, como X es de dimensidn finita existird una subsucesion
{xt; } jen convergente a alglin ¥ que estard en K por ser K un conjunto cerrado. En este caso, por
la continuidad de T se tendrd
y = lim yg, = lim T (x;,) = T (%) € T(K),
Jj—reo

Je
probando lo requerido.

Si la sucesion {x; }ren € K no es acotada, se tendrd que existe una subsucesién {x, } jen tal que
[|xk;||x — +oo. Definiendo
: x,
Wi =
[k, [x

se observa que {wy; } jen € KN{x € X | ||x[[x = 1}. Como X es de dimension finita, el conjunto
{x € X | [[x[|x = 1} es compacto y, por lo tanto, existird una subsucesién de {wy; }jen (que
notaremos de igual forma) que converge a w # 0. El elemento w no es cero pues debe estar en
{x € X | [|x|lx = 1}. Sin embargo, como {y; } jen es acotada, se tiene

0= lim —X— — Jim T(wy,) = T(W),
i [l llx e

lo que es una contradiccién pues T es inyectiva. Se concluye entonces que la sucesion {x; ey C
K debe ser acotada y, por lo realizado anteriormente, se prueba que y € T (K). |

2. Seay€Y.Siye T(K) pruebe que no existe z € Y tal que T*(z) € K™ y (7,2)y <O.
Solucion. Siexiste z € Y tal que T*(z) € K™, entonces

(z,T(x))y =(T"(z),x)x >0  VxeK.

Es decir,
(zy)y >0  VyeT(K).

Lo anterior prueba que si y € T(K) no se puede tener (z,y)y < 0. |
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3. SeayeY.Siy¢ T(K), demuestre que existe X € K tal que

(T(x) =3, T(x)y <0
y definiendo z = T'(x) — y pruebe que T*(z) € K™ y (7,2)y <O.
Solucion. Como K es un conjunto convexo, cerrado y no vacio, existird una tinica proyeccion

de y sobre T(K). Es decir, existe X € K tal que T (%) es la proyeccién de y sobre T (K ). Como
y ¢ T(K), entonces T (X) # y. Por la caracterizacién de la proyeccion se tendrd

(J—T*),T(x)—T(*x)y <0 Vxek.

Considerando x = 0 se prueba
(T'(%) =3, T(x))y <0. (8.11)
Por otro lado, si x € K entonces X +x € K, de hecho

i+x=2 <x—;x> cK

donde la dltima inclusién se obtiene por la convexidad de K ((x+x)/2 € K) y por el hecho que
K es cono (al multiplicar por 2 el elemento anterior). Por lo tanto, por la caracterizacién de la
proyeccién (considerando x 4 X como elemento de K) se deducird que

(-TF),T(x)y <0 Vxek. (8.12)
Definiendo z = T'(¥) —  # 0 (pues T (X) # ¥), de la anterior desigualdad (8.12) se tendrd que
(T*(2),x)x = (z,T(x))y >0 VxeK,

probando que T*(z) € K.
Finalmente,

=—|y-T(®)|[7<0 <0 (ver (8.11))

@3y =(T(x) =9, 9)y =(T(X) =3,y - T(X))y +(T(¥) =5, T (x))r <0.
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9. Definiciones preliminares

9.1 Conceptos iniciales

En la tercera parte y final de este texto, introduciremos la nocién de espacios topolégicos, que
como se podrd ver, es una nocién mas general que la introducida en las dos primeras partes (espacios
métricos y espacios vectoriales normados), en el sentido que todo espacio métrico (y por lo tanto todo
espacio vectorial normado) es un espacio topoldgico. La gran diferencia al trabajar de manera general
con espacios topoldgicos, es que los conjuntos abiertos y todos los conceptos que de este se desprenden,
no vienen definido a partir de una métrica.

Definicion 9.1.1 Sea X un conjunto y .7 C Z?(X) (conjunto de las partes). Se dice que (X,.7) es
un espacio topoléogico si:

(@ XeTybe T,
(b) Para 0y,...,0, € 7, se tiene

ﬂejeﬂ;
j=1

(c) Para una familia {6y } ¢ca de conjuntos en .7 (i.e., O € 7 para todo o € A, siendo A un
conjunto de indices cualquiera) se tendrd

U 67

aeA

Si (X,.7) es un espacio topoldgico, al conjunto (de conjuntos) .7 se le denomina topologia y a
los elementos de .7 se les denomina abiertos.

Por lo visto en la Proposition 1.2.7, sabemos que si (X,d) es un espacio métrico y .7 son los
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conjuntos abiertos de X definidos a partir de la métrica d, entonces (X,.7) es un espacio topoldgico.
Sin embargo, existen otros espacios topoldgicos (X,.7") donde los elementos de .7 no estdn definidos
a partir de alguna métrica. Cuando la topologia venga definida o caracterizada por alguna métrica, se
dird que (X,.7) es un espacio topolégico metrizable.

Definicion 9.1.2 En un espacio topoldgico (X,.7), un conjunto C C X se dice cerrado si su
complemento es abierto, es decir, C° € 7.

Ejercicio 9.1 Sea (X,.7) un espacio topoldgico y .# C (X ) el conjunto que contiene a todos los
conjuntos cerrados. Demuestre que se tienen las siguientes propiedades:

() Xe Zybe .7,

(b) SiCy,...,C, € %, entonces
n
UC]'E?;
j=1

(c) Si{Cq}aeca es una familia de conjuntos en .7 (i.e., Cy € F paratodo o € A, siendo A un
conjunto de indices cualquiera), entonces

() Ca€Z.

Definicion 9.1.3 Sea (X,.7) un espacio topoldgico. Para x € X se dice que V C X es una vecindad
de x si existe 0 € 7 tal que
xe0CV.

Al conjunto de las vecindades de x 1o notaremos .#(x), al conjunto de las vecindades abiertas por

A4 (x) y al conjunto de las vecindades cerradas por 4, (x).

El concepto de vecindad nos permitird caracterizar los conjuntos abiertos, como se indica en el
siguiente resultado.

Proposicion 9.1.1 Dado un espacio topoldgico (X,.7), se tiene que un conjunto A C X es abierto
(i.e., pertenece a .7’) si y solamente si es vecindad de todos sus elementos.

Demostracion. Supongamos que A C X es abierto y sea x € A. Entonces A € 4 (x), puesA € Ty
xeACA,

por lo tanto A es vecindad de todos sus elementos.

Por otro lado, supongamos que A es vecindad de todos sus elementos. Es decir, para todo x € A,
existe V, € 7 tal que
xeV, CA.

Por lo tanto,
A=JWeT,

xXEA
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concluyendo que A es abierto (pertenece a .7) pues es unién de conjuntos abiertos (ver parte (c) de la
Definicién 9.1.1). ]

Definicién 9.1.4 En un espacio topoldgico (X, .7 ), para un conjunto A C X se define su interior y
adherencia por

int(A)={xeA|[3IVe S (x) talque VCA} (interior)

A={xeX|VVeAN(x) setiene VNA#O} (adherencia).

En las definiciones anteriores, se puede remplazar .4 (x) por .4, (x) o 4(x) sin que los conceptos
introducidos cambien, lo cual se deja propuesto demostrar.

Ejercicio 9.2 Dado un espacio topoldgico (X,.7), pruebe que A € .7 (A es abierto) si y solo si
int(A) =Ay que A° € 7 (A es cerrado) si y solo si A = A.

Espacios separados (Hausdorff)

Una nocién fundamental que se utiliza en andlisis, en el contexto de espacios topoldgicos, es la
de espacios separados o de Hausdorff. Como veremos al final de esta seccion, tal nocidon nos permite
asegurar la unicidad del limite de sucesiones.

Definicion 9.1.5 Un espacio topoldgico (X, .7) se dice que es de Hausdorff o es separado, si para
todo par de elementos x, y € X, con x # y, existen Vy € A" (x) y V;, € A4 (y) tales que V, NV, = 0.

I Ejercicio 9.3 Demuestre que todo espacio métrico es un espacio topolégico separado.

Proposicion 9.1.2 Un espacio topoldgico (X,.7) es separado, si y solo si, para todo x € X se tiene
que la interseccion de todas sus vecindades cerradas es {x}.

Demostracion. Supongamos que (X,.7) es separado. Para x € X consideremos el conjunto

CG= ) V.

Vei(x)

donde recuerde .4, (x) es el conjunto de todas las vecindades cerradas de x. Obviamente x € Cy, pues
x estard en todas sus vecindades. Supongamos existe y # x tal que y € Cy. Como (X,.7) es separado,
existirdn V, € A (x) y V, € A (y) tales que V, NV, = 0. Es decir, existirdn dos abiertos 6y y 6, tales
que x € 6y, y € 6, y ademas 6, M 6, = 0. Pero observamos que 6§ es una vecindad cerrada de x, puesto
que es complemento de un abierto y

x € 6, C 6y,

llegando asf a una contradiccién pues y ¢ 65, es decir, y ¢ C,. Esto prueba que C, = {x}.
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Por otro lado, supongamos ahora que para todo x € X se tiene

Co= ) V={«}
Vet (x)
Sean x, y € X tales que x # y. Como y ¢ C,, se tiene que existe una vecindad cerrada V de x tal
que y ¢ V. Entonces V¢ es una vecindad (abierta) de y, y se tiene que V NV = 0. Es decir, hemos
encontrado una vecindad de x (V) y una vecindad de y (V) que no se intersectan, concluyendo asi que
(X,.7) es separado. O

Corolario 9.1.3 Si (X,.7) es un espacio topoldgico separado, entonces para todo x € X se tiene
que {x} es un conjunto cerrado.

Demostracion. Al ser (X,.7) separado, entonces para todo x € X se tiene que

(N V={}
Vet (x)
Por lo tanto, {x} es la interseccion de conjuntos cerrados y, en consecuencia, es un conjunto cerrado
(ver Ejercicio 9.1). ]

Hay muchos conceptos con los que ya hemos trabajado en el contexto de espacios métricos y
espacios vectoriales normados, que utilizaremos en espacios topoldgicos. Uno de estos conceptos son
las sucesiones y la nocién de convergencia.

Definicion 9.1.6 Sea (X,.7") un espacio topolégico y {x; }reny C X una sucesion. Se dice que esta
sucesion converge a X € X, si para toda vecindad V € /(X existe ko € N tal que

xeV YV k> k.

En este caso notaremos .7 — limx; =% 6 kawE, omitiendo la alusién a .7 si no cabe duda respecto

k—yoo
a la topologia con la cual se estd considerando el limite.

Como es de esperar, si en un conjunto X se trabaja con dos topologias, eventualmente diferentes, la
nocién de convergencia con una o con otra podria ser muy distinta.

En el siguiente resultado, veremos que el concepto de limite serd tinico en un espacio topolégico
separado.

Proposicion 9.1.4 Si (X,.7) es un espacio topoldgico separado, entonces el limite de una sucesién
en X, en caso de existir, es Unico.

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion {x; }rey € X que converge a Xy ay. Si X # ,
como (X,.7) es separado, entonces existen Vg € A (X) y V5 € A () tales que VNV = 0.

Dado que x; — £, entonces existe k}, € N tal que x; € V; para todo k > kj.
Dado que x; — y, entonces existe k(z) € N tal que x; € V; para todo k > k(z).

Por lo tanto, para todo k > méx{k},k3} se tiene que x; € VzNV; lo que es una contradiccién.
O
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Base de una topologia

El concepto de base de una topologia, o de un espacio topolégico, nos permitird describir esta y
algunas propiedades de forma mds sucinta.

I Definicion 9.1.7 En un espacio topoldgico (X, .7 ), un conjunto & C .7 se dice que es una base
de 7, sitodo 6 € 7 es union de elementos en A.

A partir de la definicién anterior, observe que describiendo la base de un espacio topolégico,
queda absolutamente determinada su topologia. Producto de esto es que habitualmente se define
una topologia describiendo los elementos de una base que la genera.

Definicion 9.1.8 Sea (X,.7) un espacio topoldgico y x € X. Un conjunto B C .4 (x) (conjunto de
vecindades de x) se dice que es una base de vecindades de x, si para todo V € .4 (x) existe W € B
talque W C V.

Proposicion 2:1:5 Sea (X,.7) un espacio topolégico y & C .7 una base de .7. Entonces, todo
x € X tiene una base de vecindades en %.

Demostracion. Seax € X yV € A (x). Es decir, existe 6 € .7 tal que x € 6 C V. Como 4 es una
base de .7, entonces existe una coleccion {0y }qen C A tal que

0= 6o

Sea e Atal que x € 85 . Entonces,
XEBG,COCV.

Es decir, x tiene una base de vecindades'en 4. OJ

Espacios separables

Para introducir el concepto de espacios separables, comencemos por definir la nocién de conjunto
denso en el contexto de espacios topoldgicos.

Definicion 9.1.9 Dado un espacio topoldgico (X, .7), se dice que un conjunto D C X es denso si
para todo @ # 0 € .7 se tiene que DN O # 0.

Ejercicio 9.4 Demuestre que un conjunto es denso si y solamente si su adherencia es todo el
espacio.

I Ejercicio 9.5 Sea (X,.7) un espacio topoldgico, A C X un conjunto denso y 8 C X un conjunto
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abierto. Demuestre que
AN6=0.

Definicion 9.1.10 Un espacio topoldgico (X,.7) se dice separable, si existe un conjunto denso
D C X de cardinalidad numerable.

Proposicion 9.1.6 Sea (X,.7) un espacio topoldgico. Si existe una base numerable de .7, entonces
el espacio es separable.

Demostracion. Sea B = {6y }reny C 7 una base de .7. Sin pérdida de generalidad, supondremos
6 # 0 para todo k € N. Para cada k € N tomemos x; € 6; y definamos

D = {xt}reny C X.

Probemos que D es denso. Sea @ # 0 € 7. Como & es base, entonces existe un conjunto de indices
0 # 1 C N tal que
0 =6

kel

Entonces,
0#{xx |kel} CDN <U6k> =DN8o,
kel

probando asi que D es denso y, como tiene cardinalidad numerable, se concluye que (X,.7) es
separable. O

Funciones en espacios topoloégicos

A continuacioén, introduciremos el concepto de continuidad para funciones definidas sobre espacios
topolégicos.

Definicion 9.2.1 Sean (X, %) e (Y, %) dos espacios topolégicos. Una funcién f: X — Y se
dice continua en x € X, si para toda vecindad W de f(x) (W € A4 (f(x))) existe V € .4 '(x) tal que

fy)ew Vyev

0, equivalentemente, si

fiW)e s (x) YW eN(f(x).

La funcién f se dird continua si es continua en todo elemento de X.
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Ejercicio 9.6 Sean (X, 7) e (Y, Zy) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién. Demues-
tre que f es continua, si y solo si

i eexn VveoeecH.

Si en el espacio X o Y se estd trabajando con mds de una topologia, en ocasiones, para sefalar
la continuidad de una funcién f, se escribird la topologia respectivaen f : (X, 7%) — (Y, %),
para que no quede duda respecto a cuales topologfas se considera la continuidad.

Ejercicio 9.7 Sea X un conjunto sobre el cual se definen dos topologias .7 y 737, tales que
Ty} C F32. Para un espacio topolégico (Y, 7y ), pruebe que si una funcién f: (X, %}) — Y es
continua, entonces f : (X,.%?) — Y también es continua.

Ejercicio 9.8 Sea Y un conjunto sobre el cual se definen dos topologias %! y 737, tales que
Z} C Z2. Para un espacio topolégico (X, Zx ), pruebe que si una funcién f: X — (¥, 7)) es
continua, entonces f : X — (¥, Z;') también es continua.

I Ejercicio 9.9 Demuestre que la composicion de funciones continuas es continua.

Definicion 9.2.2 Sean (X, %) e (Y, %) dos espacios topolégicos. Una funcién f: X — Y se
dice que es un homeomorfismo, si es una biyeccién continua y su inversa es continua también, que
es equivalente a decir que f es una aplicacion abierta (envia abiertos en abiertos). En tal caso, se
dird que los espacios topoldgicos (X, Zx) e (Y, Zy) son homeomorfos.

Ejercicio 9.10 Sean (X, Z%) e (Y, %) dos espacios topoldgicos y f : X — Y un homeomorfismo.
Pruebe que una sucesion {x; }reny C X converge a X € X si y solo si {f(xx) txey C Y converge a

f(x)eyr.

Comparacién de topologias
Si en un espacio X se tienen dos topologias .7 y ﬂXz, se dice que .7y es mds débil que ﬂXz si
T C R,
es decir, si . tiene menos conjuntos que ﬂxz Si se tiene la anterior inclusion, también se dice que

2 . 1
Iy es mas fuerte que Jy .

En la seccidn anterior, se dejé como ejercicios propuestos (ver ejercicios 9.7 y 9.8) probar lo que se
resume en el siguiente resultado, relacionado con la continuidad de una funcién cuando se trabaja con
topologias que son mas débiles o fuertes.
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Proposicion 9.3.1 Sean (X, 7x) e (Y, %) dos espacios topoldgicos. Si una funcién f: X — Y es
continua, entonces lo seguird siendo si en X la topologia Jx es remplazada por una topologia mas
fuerte, o si en Y la topologia .y es remplazada por una topologia més débil.

Demostracion. Consideremos 7y una topologia mds fuerte que x, es decir, x C Zy. Como f :
(X, 9x) — (Y, Jy) es continua, se tiene que

fieemxcyg voes,

probando asi que f: (X,.7y) — (¥, %) es continua. De igual forma, si .7/ es una topologia mds
débil que Fy, es decir, .7y C Fy, se deduce que para todo 0 € .7y C Fy se tiene

£71(0) € H,

concluyendo que f: (X, Jx) — (¥,.7y) es continua. O

Si para dos espacios topoldgicos (X, Zx) e (Y, Jy) se tiene que la funcién f : X — Y es continua,
al debilitar la topologia en X puede que f deje de ser continua.

Proposicion 9.3.2 Sea (X, Jx) un espacio topoldgico y {x; }reny C X una sucesion convergente a
X € X. Si se considera una topologia més débil en X, entonces la sucesion también converge a x de
acuerdo a esa topologia.

Demostracion. Sea 7y una topologia mds débil que Jx (i.e., 7y C Jx) y V una vecindad de x de
acuerdo a gy, es decir, existe 0 € .y tal que

xefCv.

Como .7y C Jx, entonces 0 € Jx. Dado que x; converge a X de acuerdo a Jx, entonces existird ko € N
tal que
X €0CV YV k> k.

Por lo tanto, x; converge a X segin Jy. O

Si para el espacio topolégico (X, Jx) se tiene que una sucesion {x }reny C X es convergente, al
considerar una topologia mds fuerte puede que aquella sucesion ya no sea convergente de acuerdo
a esa topologia. Por otro lado, si la sucesién no converge en la topologia J, al debilitar esta
topologia podria suceder que la sucesion si tenga limite. Precisamente aquella es una motivacién
para debilitar topologias.
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Espacios topolégicos compactos

En esta seccidn, veremos la nocién de espacio topoldgico compacto, extendiendo tal concepto ya
definido en las primeras partes del texto. Previo a esto, definamos la topologia inducida en un conjunto
de un espacio topoldgico.

Definicion 9.4.1 Sea (X, .7x) un espacio topolégico y M C X un subconjunto. En M se define la
topologia inducida por 7 mediante

yM:{QﬁM|9€y},

teniéndose asi que (M, Jjy) serd a su vez un espacio topoldgico.

Definicion 9.4.2 Un espacio topoldgico (X,.7) se dice que es un espacio topolégico compacto,
si es separado (de Hausdorff) y ademas todo recubrimiento de abiertos (elementos en .7) admite
un subrecubrimiento finito. Un conjunto C C X se dird que es un conjunto compacto, si (C, . 7¢)
es un espacio topoldgico compacto, donde J¢ es la topologia inducida en C por 7. Lo anterior
es equivalente a decir que todo recubrimiento de abiertos (elementos en 7)) de C admite un
subrecubrimiento finito.

Ejercicio 9.11 Sea (X,.7") un espacio topoldgico y C C X un conjunto compacto. Demuestre que
C es cerrado.

Teorema 9.4.1 — Teorema de Bolzano-Weierstrass. Un espacio topolégico metrizable (X,.7) es
compacto, si y solo si toda sucesién en X tiene un punto de acumulacién o, equivalentemente, tiene
una subsucesién convergente.

Demostracion. Como (X,.7) es metrizable, entonces existe una métrica d : X x X — R tal que los
abiertos definidos a partir de d son exactamente los mismos que los elementos de .7 .

Entonces, el resultado se reduce a probar que el espacio métrico (X,d) es compacto si y solo si
toda sucesidn tiene una subsucesién convergente, resultado demostrado en el Teorema 2.3.4. 0

Si un espacio topoldgico (X,.7) es compacto pero no es metrizable, no se puede concluir que toda
sucesion en dicho espacio tiene una subsucesioén convergente. Los espacios topoldgicos donde
toda sucesion tiene una subsucesion convergente, se denominan secuencialmente compactos.

Proposicion 9.4.2 Sean (X, %) e (Y, %) dos espacios topoldgicos separados y f: X —> Y una
funcidn continua. Si (X, Zx) es compacto, entonces f(X) (la imagen de f) es un conjunto compacto
enY.

Demostracion. Sea {0y }qen C Jy un recubrimiento de abiertos (en Y) de f(X). Como f es continua,
se tendrd que {f~'(0y)}aen € Jx, es decir, es una familia de abiertos en X, que ademds serd un
recubrimiento de X, pues

XS e & X< f(8a)

acA acA
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Como X es compacto, existirdn o, 0, . .., &, € A tales que

probando asi que f(X) es compacto. O



10.1

10. Algunas topologias particulares

En este capitulo, introduciremos ciertas topologias particulares, que por su importancia dentro del
andlisis merecen una atencion especial. Estas serdn la topologia producto, la topologia cuociente y la
topologia generada a partir de una clase de funciones. En el caso de la topologia producto, ya tenemos
algunas nociones, cuando trabajamos en las primeras partes del texto con productos finitos de espacios
métricos y espacios vectoriales normados. La diferencia ahora es que consideraremos productos no
necesariamente finitos de espacios topoldgicos. En cuanto a la topologia generada por una familia de
funciones, veremos el ejemplo de la topologia débil que se construye en un espacio vectorial normado,
la cual en el curso de anélisis funcional serd estudiada con mayor profundidad.

Topologia producto

Comencemos analizando el producto de dos espacios topoldgicos (X;,.77) y (X2, %). En el espacio
X = X; x X se definird la topologia producto, denotada por .7, de la siguiente forma: 6 € .7 si y solo
si, para todo x = (x1,x;) € 0, existen 0; € J} y 6, € 7, tales que

x=(x1,x) €6 x6, C 0.

Al conjunto 0; x 6, se le denomina rectangulo de abiertos.

Ejercicio 10.1 Pruebe que .7 definido anteriormente en el espacio producto X = X; x X, es una
topologia.
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Definicion 10.1.1 Sea {(Xy, Z«) }aca una coleccién de espacios topoldgicos con la cual se define

el espacio producto X = [] X. Es decir, un elemento x = (x4 )gea pertenece a X si 'y solo si
aEA

Xoq € Xqg YaeA.

En X un conjunto 6 C X se dird que es un rectangulo de abiertos, si existe un subconjunto de
indices I C A de cardinalidad finita, tales que para cada o € I existe 6, € 7, y se tiene

9:H9a>< H Xg.

acl aeA\l

La topologia producto en X, que denotaremos por .7, es aquella generada por todos los
rectdngulos abiertos, es decir, el conjunto

% ={6 CX |06 esunrectingulo de abiertos } (10.1)

es una base de 7.

Proposicion 10.1.1 El conjunto .7 definido anteriormente es una topologia.

Demostracion. Demostremos las tres propiedades que definen una topologia.

(1) Evidentemente X = [] X es un rectangulo abierto. Por otro lado, el conjunto vacio () también
acA
lo serd, pues para algiin & € A se tiene que

0=0x J] Xo
aeA\{a}

(2) Basta probar que si 6;, 6, € .7, entonces 0; N6, € .7, para luego concluir por induccién que la
interseccion finita de elementos en .7 pertenece a .7 .

Sean 6, 6, € .7, es decir, existen dos colecciones de rectdngulos de abiertos {R} }aer, y {R? }oer,

tales que
91: URzlz y 92: UR}%

acl; bel
Entonces,
61N6 = (U Ré) N (U Rﬁ) =J URINR).
acl bel, acl bel,

Como la interseccién de dos rectdngulos de abiertos es un rectdngulo de abiertos, se concluye
que 6; N 6, es unién de rectangulos de abiertos y, por lo tanto, pertenece a .7 .

(3) Sea {6g}pc; € 7 una coleccién de elementos en 7. Entonces, para todo 8 € I existe una

coleccién de rectdngulos de abiertos {Rﬁ3 }iﬁ el tales que

o= RZ VBel
l"BGIﬁ
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Por lo tanto,

o=Us=U U,

Bel Beligelg

es decir, 0 es unién de rectdngulos de abiertos y, por lo tanto, pertenece a .7 .

Para x € X = [] Xq, una base de vecindades estard constituida por elementos de % (rectangulos
acEA
abiertos), es decir, V C X es una vecindad de x = (x¢)qen si existe un subconjunto de indices

I C A de cardinalidad finita, tales que para cada o € I existe O, € T y se tiene xy € 6y para

o € 1 y ademds
[T6ax J] XaCV.
acl aeA\/

Proposicion 10.1.2 Si para todo o € A se tiene que (Xg, Jy) es un espacio topoldgico separado,

entonces X = [] Xg, considerando la topologia producto .7, es separado.
aeEA

Demostracion. Sean x = (x¢)aecp € X €y = (Yo )aea € X tales que x # y. Como no son iguales, existe
@ € A tal que xq # ya. Dado que (Xq, 7%) es separado, existen 83 y 03 en Fy tales que xg € 63 €
ya € 63 y ademds

05N 6 =0.

Por lo tanto, definiendo

0, = 63 x H X y 6,=6}x H X
aeA\{a} aeA\{a}

se tiene que x € Oy, y € 0,y 6,6, =0, probando asi que (X,.7) es separado. O

Definicion 10.1.2 Dada una coleccién de conjuntos {Xy }gea y €l producto X = [] Xg, para
acA
o € A (conjunto de indices) se define la funcién proyeccion py : X — X, donde para x = (xg ) gea

se tiene pg (x) = xq.

Teorema 10.1.3 Si {(X«, Z&) } aca €s una coleccion de espacios topolégicos, entonces la topologia

producto en X = [] X, es la topologia mds débil que hace continuas a las proyecciones pq : X —
aeEA
X para todo o € A.

Demostracion. Sea .7 una topologia sobre X tal que las funciones pg son continuas para todo o € A.
Probemos que la topologia producto .7 estd contenida en 7.

Por la continuidad de las proyecciones, sabemos que para todo & € Ay 05 € J5 se tendrd

Ry = (9@ X H Xa> :pgl(ea) c7.

acA\{a}
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De esta forma, todo rectangulo de abiertos (que es interseccion finita de conjuntos como Rg) estard en
7"y, por lo tanto, toda unién de rectangulos de abiertos estard en .7, concluyendo .7 C .7". O

Corolario 10.1.4 Para una coleccién de espacios topol6gicos {(Xy, Z4) }aca y un espacio topold-

gico (Z, 77), una funcién f: Z — X = [] Xq serd continua (considerando la topologia producto
aeA
en X) si y solo si, las funciones fy : Z — X, son continuas, donde las funciones f; son las

componentes de la funcién f.

Demostracion. Observemos que fy = pg o f. Por lo tanto, si f es continua, entonces f, €s continua
para todo & € A.

Por otro lado, supongamos ahora que f, es continua para todo o € A. Para 0 € 7 (topologia
producto en X) se tiene
6= Ry,

peB

donde los conjuntos Rg son rectangulos de abiertos. Como

U URs | =U ' (Rp),
BeB BeB
para probar la continuidad de f basta probar que f~!(R) € .7 si R es un rectdngulo de abiertos.

Sea un rectdngulo de abiertos

R=]]6ax ] Xa

o€l aeA\l
donde I C A es un subconjunto de indices de cardinalidad finita y 6, € .7, para a € I. Entonces,

FHUR) = () fo' (6a).

ael

Como f es continua, se tiene que f, !(6) € J7 y, dado I es de cardinalidad finita, se concluye
f~Y(R) € F, probando asi que f es continua. O

Corolario 10.1.5 Sea {x;}ten € X = [] Xg una sucesion, es decir, x; = (xk)gea para todo k € N.
oEA

Entonces, esta sucesion converge a X = (Xy)gea € X (de acuerdo a la topologia producto en X) si y
solo si, para todo & € A se tiene que la sucesién {x’fx}keN C X, converge a Xy (en Xg).

Demostracion. Supongamos que x; — X de acuerdo a la topologia producto en X. Como las proyeccio-
nes pq : X — Xy son continuas para todo o € A, se tiene que

= pa(xx) = pa(®) =% VaEA

Por otro lado, consideremos V € .4(X) una vecindad de X = (X )qea de acuerdo a la topologia
producto. Sin pérdida de generalidad, dado que los rectdngulos de abiertos constituyen una base de la
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topologia producto, podemos suponer que V' es un rectdngulo de abiertos. Es decir, existe un conjunto
de indices I C A de cardinalidad finita, y abiertos 6, € .7, para a € I, tales que

i=(a)acr € V=[]06ax [] Xe-

ael aeA\l

Como x’fx — Xg (en (Xy, Ty )) paratodo o € A, y X € O, para & € I, entonces para todo o € I existe
ko € N tal que
ey Vk>kg.

Definiendo ko = max{ky | @ € I} (posible de hacer pues I es de cardinalidad finita), se tendrd
= (xh)aca €V Vk>ko,

probando asi que x; — X. O

= Ejemplo 10.1.6 Sea A un conjunto e (Y, .% ) un espacio topoldgico, entonces el conjunto
F(A,Y)={f:A—Y | f esunafuncién}

se puede ver como el espacio producto [] ¥ el que usualmente se denota por Y.
X€EA

De hecho, un elemento f en F(A,Y) se puede escribir como (f(x))xea, es decir, que a cada elemento
Xx € A le asigna un elemento en Y.

Por lo visto anteriormente, una sucesion { fi }xen € F(A,Y) = Y4, es decir, (fi(x))xea para todo
k€N, converge a f = (f(x))xea € F(A,Y) siy solo si

fielx) = f(x)  VxeA,

de acuerdo a la topologfa en Y, es decir, la convergencia en F(A,Y) = Y* de acuerdo a la topologia
producto, corresponde a la convergencia puntual de funciones. "

Teorema de Tychonoff

El objetivo de esta seccioén es demostrar el Teorema de Tychonoff, que dice relacién con la
caracterizacién de la compacidad en un espacio producto. Comencemos definiendo el concepto de
sub-base.

Definicion 10.1.3 — Sub-base. Dado un espacio topolégico (X,.7), se dice que B C 7 es
una sub-base de .7, si todo elemento de .7 se puede escribir como unién de conjuntos que son
intersecciones finitas de elementos en ;.

Ejercicio 10.2 Sea (X,.7) un espacio topolégico y s C .7 una sub-base de 7. Pruebe que .7 es
la topologia mds débil que contiene a %;.
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Proposicion 10.1.7 Sea {(X, Zu) faca una coleccion de espacios topolégicos con la cual se define

el espacio producto X = [] X,. Entonces,
oEA

B ={pa (8a) | 0 €A 6a € Ta}

es una sub-base de la topologia producto, donde p, : X —> X, son las funciones proyecciones.

Demostracion. Basta probar que todo rectangulo de abiertos se escribe como interseccion finita de
elementos de Z;, puesto que todo conjunto en .7, se escribe como unién de rectangulos de abiertos.

Sea R C X un rectdngulo de abiertos, es decir, existe un conjunto de indices I C A de cardinalidad
finita, tal que para cada & € I existe Oy € 7y y se tiene

R=]]6ax ] X

ael aeA\l
Pero
oel aeA\l oacl
De hecho,

x:(xa)ag,\eneax H Xog & xq€0y Voacl
oel aeA\l

S pax) €0y Yacl & xcpy'(6y) Vacl

& Xe mp&l(goc)-

oel

Antes de enunciar y demostrar el Teorema de Tychonoff, veremos dos resultados preliminares.

Lema 10.1 Sea {(X«, Za) } aca una coleccién de espacios topoldgicos con la cual se define el espacio

producto X = [] X4. Si (Xg, Z¢) es compacto para todo a € A, entonces todo recubrimiento de X
acA
formado por elementos de la sub-base

admite un subrecubrimiento finito.

Demostracion. Sea % C 7 un recubrimiento de X que contiene solo elementos de %,. Para o« € A,
definamos

Probemos que existe o € A tal que Zq+ recubre Xg-.

Si para todo & € A se tiene que % no recubre X, entonces para todo @ € A existe X, € X tal que

¢ | 6o

00 EX o,
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Si definimos ¥ = (¥4 )aea se tendrd que X no pertenece a ningdn elemento del recubrimiento %, puesto
que si ¥ = (X )qea pertenece a algin elemento del recubrimiento #, como este esta formado por
conjuntos en la sub-base %y, entonces existe & € Ay 04 € T tal que

X€py' (8a) ER = %5 € 04 € Ra,

obteniendo asi una contradiccion.

Por lo tanto, X no pertenece a ningin elemento del recubrimiento %, lo que también es una
contradiccion (pues es un recubrimiento de X). Entonces, existe a* € A tal que Zg- recubre Xg-. Como

(Xo+, To+) €8 compacto, existen Gé*, o, 00 € Zy tales que

n
Xo =] 0.
j=1

Entonces, los conjuntos p,!(6/.),...,p (62.), que son elementos de Z, recubren X, probando asf lo
deseado. O

Para demostrar el segundo lema que necesitamos, requeriremos hacer utilizacion del Lema de Zorn,
enunciado en la Seccién 6.3.1.

Lema 10.2 — Teorema de la sub-base de Alexander. Sea (X,.7) un espacio topoldgico y
By C 7 una sub-base de .7 . Si todo recubrimiento de X formado por elementos de %, admite un
subrecubrimiento finito, entonces (X,.7) es compacto.

Demostracion. Supongamos que (X,.7) no es compacto. Es decir, el conjunto
F ={# C T |Z es un recubrimiento abierto de X que no admite un subrecubrimiento finito}

es distinto de vacio. En .# consideremos la relacién de orden parcial dada por la inclusiéon C y veamos
que (%,C) es inductivo (ver la definicién en la Seccién 6.3.1). Para ello, sea {%,;}sca C .7 un
conjunto totalmente ordenado. Probemos que

%=\ %

acA

estd en .7 y es un elemento maximal de {%, },c4. Probar que es un elemento maximal es directo, por
lo tanto solo demostraremos que % € .%.

Como # es un recubrimiento de X, veamos que no contiene un subrecubrimiento finito. Sean
61,...,6, € %, es decir, para todo j = 1,...,n existe a; € A tal que 0; € #Z,,. Como {#,}4ca estd
totalmente ordenado, existird a* € A tal que 6; € Z, paratodo j=1,...,n.

De hecho, como 0, € Z,, y 62 € Z,,, se tiene que 0; y 6, pertenecen a %, con by € {a;,az}.
Luego como 63 € Z,,, se tendrd que 6, 6,, 63 € %), con by € {az,b; }. Realizamos lo anterior de
manera sucesiva n veces, hasta determinar cudl es el indice a* € A.

Como %+ € %, deducimos que 6y, ..., 6, € %, no pueden recubrir X, probando asi que R e F
y, por lo tanto, (%, C) es inductivo.
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Por el Lema de Zorn (Seccién 6.3.1), % tiene un elemento maximal .# € .% . Definamos
S =MNB;={0€ .M |06 c A},

y probemos que .# es un recubrimiento de X.

Si .7 no recubre X, existe x € X tal que x ¢ 0 para todo 8 € .#. Como ./ es un recubrimiento de
X, existe 0 € . tal que x € 6. Dado que %; es una sub-base, existen Vy,...,V, € % tales que

n
X € ﬂnge
j=1

Deducimos asi, que ninguno de los V; pertenece a .#, pues si algiin V; perteneciera a .# , entonces
V€. = ./ NPy, por lo tanto, x perteneceria a un elemento de .. Por la maximalidad de ., se

tiene que .# U {V;} admite un subrecubrimiento finito para todo j =1,...,n.
Como .# U{V;} admite un subrecubrimiento finito para todo j = 1,...,n, entonces para todo
j=1,...,nexiste U;, unién finita de elementos en ./, tal que
X=U;uV;.

Por lo tanto,

o= Ao (Ao (0u) cou(00)

n
Dado que 8 € . y |J U, es una unién finita de elementos en ./, se obtiene una contradiccion, pues
J=1
# no admite un sub-recubrimiento finito de X. En consecuencia, .% es un recubrimiento de X.

Dado que
S =MNB;={0€ |06 c B}

es un recubrimiento de X, como . C %, entonces admite un subrecubrimiento finito (ver hipétesis
del enunciado). Sin embargo, como . C .Z € %, entonces no admite un sub-recubrimiento finito,
llegando asf a una contradiccién. Por lo tanto, el conjunto

F ={# C T |Z es un recubrimiento abierto de X que no admite un subrecubrimiento finito}

es vacio, es decir, (X,.7) es compacto. O

Con la ayuda de los dos lemas anteriores, la demostracién del Teorema de Tychonoff es muy
directa.

Teorema 10.1.8 — Tychonoff. Sea {(Xy, 7% ) }aca una coleccion de espacios topoldgicos con la

cual se define el espacio producto X = [] Xg. Si (X, Z%) es compacto para todo & € A, entonces
aeEA

(X, ) es compacto, donde .7 es la topologia producto definida en X.
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Demostracion. Considerando la sub-base
By =1{p;"(6) | € EA; 64 € Ty}

de la topologia producto. Como los espacios (X, 7 ) son compactos para todo @ € A, por el Lema
10.1, se tendra que todo recubrimiento de X formado por elementos de %, admite un subrecubrimiento
finito. Por lo tanto, por el Lema 10.2 (teorema de la sub-base de Alexander) se concluye que (X,.7) es
compacto. O

Ejercicio 10.3 Sea {(Xq, Zx) }aca una coleccion de espacios topoldgicos con la cual se define el

espacio producto X = [] X, y la topologia producto denotada por .7. Demuestre que si (X,.7) es
aEA

compacto, entonces los espacios (X, 7y ) son compactos para todo o € A.

Topologia cuociente

Recordemos que una relacion de equivalencia 4, definida sobre un conjunto X ## @, es una relacién
reflexiva, simétrica y transitiva.

m Ejemplo 10.2.1 Algunos ejemplos de relaciones de equivalencia:

1. Sea X un espacio vectorial y M C X un subespacio vectorial. Entonces, la relacion en X definida
por
X, VEX; xZy & x—yEM,

es de equivalencia.

2. Sea X el espacio de funciones definido por

1
X:{f:[o,l]—HR’/o yf(z)|dt<+oo}.
En X, la relacion |
fogeX fag < [ 1f0)—g)ldr=0.

es una relacién de equivalencia.

En un conjunto X sobre el que estd definida una relacion de equivalencia %, se define el espacio
cuociente, denotado por X /Z, constituido por todas las clases de equivalencia, es decir

X/% ={lx] | xe X},

donde para x € X, su clase de equivalencia [x] la constituyen todos los elementos que se relacionan con
él, dada por
] ={y e X [xZy}.

En adelante, consideraremos también la funcién proyeccion entre X y X /%, denotada por : X —
X /%, que a cada x € X le asocia la clase de equivalencia a la que pertenece.
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Definicion 10.2.1 Sean (X,.7) un espacio topoldgico y # una relacion de equivalencia definida
sobre X. En el espacio cuociente X /%, la topologia cuociente, denotada por x5, estard definida
por

Txja={0CX/Z|n"'(0) € T}

Proposicion 10.2.2 Dado un espacio topoldgico (X, .7) y una relacién de equivalencia Z#, entonces
(X /%, T %) es un espacio topoldgico.

Demostracion. Probemos las tres propiedades que una topologia debe satisfacer:
() X=n""(X/%)y0=n""(0), por lo tanto X /% y 0 estan en Fx /5.
(2) Sean 6y,...,6, € Jx 4, entonces 7= '(6y),...,m71(6,) € 7. Como .7 es una topologfa, enton-

ces
1<ﬂ9j> ﬂnl VeT = ﬂ@eﬂxu
j=1

j=1

(3) Sea {64 }qea C Jx - Entonces, para todo a € A, se tiene = '(8y) € 7. Como .7 es una
topologia, se deduce

1<U0a) Un ') €T = | 6a€ T

ocA ocA acA

lo que termina de probar que 7 4 es una topologia.
O

Proposicion 10.2.3 Sean (X, .7) un espacio topolégico y Z una relacién de equivalencia definida
sobre X. Entonces, la topologfa cuociente Jx 4 es la topologia mds fuerte que hace continua a la
funcién proyecciéon 7 : X — X /Z%.

Demostracion. Sea T’ C P (X /) una topologia definida sobre X /Z tal que la funcién proyeccion
n:X — (X/%,T') es continua. Para 6 € 7, se tiene entonces que 7' (0) € 7. Por la definicién
de Jx %, se tendrd por lo tanto que 6 € J 5, probando asf la inclusién

T'C Tx)%.
OJ

Proposicion 10.2.4 Sean (X,.7) un espacio topoldgico y # una relacion de equivalencia definida
sobre X. Si (Y, Z) es un espacio topoldgico y f : X — Y una funcién compatible con respecto a
R, es decir, existe g : X /% — Y tal que f = gom, entonces f es continua si y solo si g es continua.

Demostracién. Supongamos que f = gom: X — Y es continua. Si 8 € Fy, entonces (gon) () =
n~'(g7'(6)) € 7. Por la definicién de x4, se tiene que g~'(8) € Jy 5 probando asi que g :
X /% — Y es continua.

Por otro lado, si g es continua, entonces f = go 1 es continua (composicién de funciones continuas).
O
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Topologia generada por una familia de funciones

Existen ciertas topologias que se pueden generar o definir a partir de una clase de funciones. Las
topologias débiles, a ser estudiadas en profundidad en el curso de andlisis funcional, forman parte de
esta clase. A continuacién veremos muy brevemente, como se puede, a partir de una clase de funciones,
definir una topologia.

Definicion 10.3.1 Sea X # 0 un conjunto y {(Yy, 74 ) }aca una coleccion de espacios topoldgicos.
Dada una familia de funciones .7 = { fy } qea donde f : X — Yq, la topologia en X definida por
la familia .# es la topologia mas débil que hace continuas a las funciones de .7 .

Proposicion 10.3.1 Sea X # 0 un conjunto y {(Yy, Z4) }aeca una coleccién de espacios topoldgicos.
Dada una familia de funciones . % = { fy }qeca, donde fo : X — Y, considere .7 la topologia en
X definida por .#. Entonces,

By ={fy'(00) | 0 € Ty €A}

es una sub-base de J.

Demostracion. Por la definicion de Tz, se tiene que A, C Iz pues las funciones fy : (X, 77) —
(Yo, Zy) son continuas. Si denotamos por .7 la topologia generada por %, se tendrd 7" C Tz pues
los elementos en .7’ son uniones de intersecciones finitas de conjuntos en %, C Iz, por lo tanto
estardn en .7z pues esta dltima es una topologia.

Por otro lado, si .7’ es la topologia generada por %, entonces las funciones fy : (X, 7') —
(Yy, Ty ) seran continuas. Como 7z es la topologia mds débil que hace a estas funciones continuas, se
tiene que Tz C 7.

Concluimos asi que .7/ = Jz y, por lo tanto, %; es una sub-base de Tz.
O

= Ejemplo 10.3.2 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||), podemos mencionar dos ejemplos de
topologias en X y en X*, que son definidas por una familia de funciones:

1. Topologia débil en X: Se considera la familia de funciones .% = X*, es decir, es la topologia
mads débil que hace a los elementos de X* continuos. Esta topologia se denota por o (X, X*).

2. Topologia x-débil en X*: Se considera la familia de funciones .# = X, es decir, es la topologia
mas débil que hace a los elementos de X (vistos como elementos de X**, ver inicio de la Seccién
6.3) continuos. Esta topologia se denota por ¢ (X*,X).

A continuacién veremos dos resultados relacionados con la topologia débil recientemente introdu-
cida. Estos resultados seran revisitados nuevamente en el curso de andlisis funcional.
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Proposicion 10.3.3 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||), pruebe que 6 € ¢(X,X*) siy
solo si, para todo x € 8 existe € >0y ¢,...,¢, € X* tales que

ﬁ{yGX  [li(x—y)| <€} Co.
j=1

Demostracion. Por la Proposicion 10.3.1, se tendrd que
By ={07Y(I) | £ € X*;I esun abierto de R}

es una sub-base de o(X,X™).

Por lo tanto, para 6 € o(X,X*) y x € 0, se tendrd que existen ¢,...,¢, € X*y I,,...,I, conjuntos
abiertos de R tales que

X € ﬂg;l(lj) ceo.
j=1

n
Como x € 'ﬂl é;l(lj) C 6, entonces para j = 1,...,n se tiene que £;(x) € ;. Dado los I; son
]:
conjuntos abiertos, para j = 1,...,n existird &; > 0 tal que (¢;(x) —€;,¢;(x) +¢&;) CI;.

Definiendo € = min &g; > 0 se tiene que paratodo j=1,...,n
j=1l,...n

() —e4;(x0)+e) Sl = {yeX : [(;(x—y)| <e} S (I)).

Por lo tanto,

NyeXx : |Gx—yl<erc (' U)Co,
j=1 j=1

demostrando asi lo requerido. O

Proposicién 10.3.4 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||), si la sucesién {x; }reny € X
converge débil a X € X (i.e., de acuerdo a la topologia o (X, X*)), entonces es acotada.

Demostracion. De la Seccién 6.3, recordemos que los elementos x € X pueden identificarse con
elementos de X**. De hecho, para x € X, se define L, : X* — R dado por

L(0)=¢(x)eR  VIieX"
y se tiene directamente que L, € X**. Veamos que para x € X, se tiene que

|Lc(0)] ()]

= sup
1l eex+ 1411

[ Zecl | = sup = |l

lex*

donde || - ||« es la norma definida en el espacio bi-dual X**. De la definicién de esta norma, observamos
que la desigualdad ||L,||.. < ||x|| es directa, pues para todo ¢ € X* se tendrd |£(x)| < ||€||«|x]| (ver
Corolario 4.2.3).
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Si demostramos la implicancia
Il > 1 = ([ Ll > 1, (10.2)

entonces se tendra
|lx[| >a>0 = ||Lg||+ > a.

De esta dltima proposicion, se deducird ||x|| < ||Ly||«« (basta considerar a = ||x|| — 1/k y tomar limite
k — —o0).

Probemos entonces la implicancia (10.2). Si ||x|| > 1, entonces x ¢ B[0,1] = {y € X | ||x]| < 1}.
Como BJ0, 1] es un conjunto convexo cerrado, por el Teorema de Hahn-Banach (ver Corolario 6.3.7),
sabemos que existe £ € X*\ {0} y B € R tales que

L(x) > B >L(y) Vy e B[0,1].

De aqui se deduce

Ly
(> = sup N o) = sup £0).
vex\{oy IVl yempo] veB[0,1]

Por lo tanto,
()| B
1Ll = T2 > > 1.
e el
Hemos demostrado entonces que ||x|| = ||Ly||.« para todo x € X. Ahora volvamos a la sucesion que

converge débil.

Si {xx tren € X converge débil a X € X, veamos que para todo ¢ € X* se tiene £(x;) — £(X)
(convergencia en R). Esto va a ser directo, pues si £ € X*, se tiene que ¢: (X,0(X,X*)) — Res
continua.

Como £(x;) — £(x) para todo ¢ € X*, se tendrd

sup |Ly, (£)| = sup [€(xx)] < +oo VeieX”,
keN keN

y dado que (X*, || - ||.) es espacio de Banach, por el teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 6.2.1) se
tendrd que existe M > 0 tal que

”kaH**: x|l <M VkeN,

probando asi que la sucesion {x; }ren es acotada.






11. Espacios vectoriales topologicos

Al finalizar el texto, estudiaremos de manera breve el concepto de espacios vectoriales topolégicos,
comenzando con su definicién y propiedades de sus vecindades. Existen muchas propiedades demos-
tradas en el texto que se podrian probar en el contexto de espacios vectoriales topoldgicos, como por
ejemplo el teorema de Hahn-Banach. Sin embargo, generalizar tales resultados a estos espacios, escapa
a los objetivos del texto.

Un resultado importante a retener, con el cual cerraremos el capitulo, es que en espacios vectoriales
de dimensién finita, solo hay una topologia que lo hace un espacio vectorial topoldgico separado.

11.1 Propiedades de las vecindades

Definicién 11.1.1 Dado un espacio vectorial X sobre R, y .7 una topologia sobre X, se dice que
(X,7) es un espacio vectorial topologico si la funcién suma + : X x X — X y la multiplicacién
por escalar - : R x X — X son funciones continuas considerando las topologias respectivas, es
decir, la topologia usual en R (la inducida por el valor absoluto) y la topologia .7 en X, ademéds de
las que estas inducenen X x X y R x X.

Si X = R” vimos que todas las normas definidas sobre X son equivalentes, por lo tanto inducen la
misma topologia. A esta le llamaremos topologia euclidiana.

Ejercicio 11.1 Sea X =R" y .7 la topologia euclidiana definida sobre X. Demuestre que (X,.7")
es un espacio vectorial topoldgico separado.
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Ejercicio 11.2 Demuestre que todo espacio vectorial normado es un espacio vectorial topolégico
separado, donde la topologia considerada es la definida por la norma.

Ejercicio 11.3 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||), pruebe que (X,o(X,X*)) es un
espacio vectorial topolégico separado, donde 6(X,X*) es la topologia débil en X definida en el
Ejemplo 10.3.2.

Ejercicio 11.4 Dado un espacio vectorial normado (X, || - ||), pruebe que (X*,0(X*,X)) es un
espacio vectorial topolégico separado, donde ¢ (X*,X) es la topologia *-débil en X* definida en el
Ejemplo 10.3.2.
Definicion 11.1.2 Sea X un espacio vectorial, un conjunto W C X se dice balanceado si

oW Cw Vo eR, |a| <1,
y se dice absorbente si para todo x € X, existe » > 0 tal que

oxeWwW VaeR, |a] <r

Ejercicio 11.5 Sean X e Y dos espacios vectoriales y L : X — Y una funcién lineal. Si W C X es
balanceado, demuestre que L(W) C Y es balanceado.

A continuacién demostraremos propiedades que tienen las vecindades en espacios vectoriales
topolégicos.

Proposicion 11.1.1 Sea (X, .7) un espacio vectorial topoldgico. Entonces:

(1) Paratodo x € X se tiene
N (x) = {x} + 4 (0),

es decir, toda vecindad de x se escribe como la suma de x mas una vecindad del cero.
(2) SiVe #(0)y acR\{0}, entonces aV € .4(0).
(3) SiV € 4(0), entonces V es absorbente.
(4) SiV € .#(0), entonces para todo n € N, n > 1, existe W € .4#°(0) balanceado tal que

n VECES
——
WH.--+WCV.

Demostracion. Probemos cada una de las partes:
(1) Seaxe X yV € .4 (x). Como la funcién f : X — X definida por f(y) = x+y es continua en
y =0y V esuna vecindad de f(0) = x, entonces existird W € .47(0) tal que

fW)=x+WCV.
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2

3)

“)

Es decir, W CV —xy, por lo tanto, V — x € .47(0) concluyendo V € {x} +.47(0), lo que prueba
la inclusién A" (x) C {x} + .47(0).

Sea W € .47(0), es decir, existe V € .7 tal que 0 € V. C W. Como la funcién f : X — X definida
por f(y) =y —x es continua y biyectiva (f~!(z) = z+x) se tiene que

i v)y=v4xe 7.

Como V +x C W +x, concluimos que x+ W € .4 (x) y, por lo tanto, {x} +.47(0) C A (x).

Para a # 0 definimos la funcién f: X — X por f(x) = x/o que es continua. Para V € 47(0) =
A (f(0)), existird 6 € .47(0) tal que

1
fO)CV = aé)gV = 6CaV,

concluyendo que aV € .4(0).

SeaV € 4(0) y x € X. Definimos la funcién f : R — X por f(a) = ax que es continua. Como
V e A (f(0)), existird r > 0 tal que f([—r,r]) CV, es decir,

fla)=axeV VaeR, |o|<r

Haremos induccién sobre n € N y en realidad serd suficiente probarlo paran =1y n = 2.
Comencemos con n = 1. Consideremos la funcién f : R x X — X dada por f(A4,x) = Ax que
es continua. Para V € .4/(0) = .4 (£(0,0)), existird § >0y W € .4/(0) tales que

f(=8,8)xW)CV = aWCV  V|a|<3$.
Definiendo W = |J oW se tiene que W es balanceado, W CV y W € .4°(0) (por el punto (2)).
Paran =2, consilgl‘c:rzmos la funcién f :NX x X —» X dada por f(x,y) =x+y que es continua.
ParaV € .A47(0) = .A47(f(0,0)) existird W € .47(0) tal que
fWXW)CV = W+WCV.
Por lo hecho para n = 1 sabemos existe W € .#"(0) balanceado tal que W C W. Por lo tanto,

W+WwCVv.
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Aplicaciones lineales

Las siguientes proposiciones establecen propiedades sobre funciones lineales en espacios vectoriales
topoldgicos, las que utilizaremos al finalizar.

Proposicion 11.2.1 Sean (X, %) e (Y, %) dos espacios vectoriales topoldgicos. SiL: X — Y es
una funcién lineal, entonces es continua si y solo si es continua en x = 0.

Demostracion. Supongamos L : X — Y es continua en x = 0 y probemos es continua en todo X. Sea
x € X yW € Ay(L(x)). Entonces, por la Proposicién 11.1.1, existe W € .44(0) = Ay (L(0)) tal que
W = L(x) +W. Como L es continua en 0, existird V € #x (0) tal que
L(V)CW.
Definiendo V = x+V € Ax(x) se tendré
LV)=L(x+V)=Lx)+L(V) CL(x)+W =W,

probando asi que L es continua en x y, por lo tanto, en todo X. O

Proposicion 11.2.2 Sea (X,.7) un espacio vectorial topolégico y L : R" — X una funcion lineal
(R™ dotado de la topologia euclidiana). Entonces, L es continua.

Demostracion. Probemos que L es continua en x = 0. Consideremos ey, ..., e, la base candnica de R".
Sea V € #%(0), entonces, por la Proposicién 11.1.1, existe W € 4% (0) balanceado tal que

n VECES
——
W4 +WCV.

Ademds, como W es absorbente, para cada j = 1,...,n se tendrd que existe 6; > 0 tal que
OCL(eJ-)GW V‘OC‘SB,

Definiendo 6 = ,nllin 8; >0, parax = (x1,...,x,) € R" tendremos
J=54..,n

Ix]le = max |x;| <8 = L(x)=x1L(e;)+ - +x,L(ey) EW+---+WCV,
j=1l,...n J

probando asi que L es continua en cero y, por lo tanto, L es continua. O

Ejercicio 11.6 Dado un espacio vectorial topoldgico (X,.7) de dimensién n € N, para una base
{vi,...,vu} C X se define ¢ : R" — X por

O(X1,. ..y Xn) =X1V] F oo+ XV

Demuestre que ¢ es lineal, continua y biyectiva.
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Si X es un espacio vectorial de dimensién n € N (n > 1), por el Teorema 5.3.1 sabemos que todas
las normas que se definan sobre X serdn equivalentes, por lo tanto definen la misma topologia vy,
de acuerdo al Ejercicio 11.2, serd un espacio vectorial topolégico separado. En estos espacios, una
pregunta interesante es saber si la topologia débil 6(X,X™) es diferente o no a la topologia que define
cualquier norma, pregunta que responderemos pronto.

Teorema 11.2.3 Sea (X,.7) un espacio vectorial topoldgico separado de dimensiéon n € N, n > 1.
Entonces, toda funcién lineal biyectiva (isomorfismo) L : R” — X es un homeomorfismo, es decir,
es continua y su inversa es continua.

Demostracion. Por la Proposicion 11.2.2, sabemos que L : R” — X es continua. Demostremos que
L~!':X — R" es continua en 0. Para ello, consideremos una norma || - || cualquiera en R" y probemos
que existe V € A4x(0) tal que

L™ (V) S B(0,1) = {yeR" | [ly|| < 1}.

Esto en particular implicard que para todo € > 0 existird una vecindad W € 4% (0), dada por W = €V,
tal que

L' W)=L""(eV)=eL (V) CeB(0,1) = B(0,¢),
probando asi que L~! es continua en cero.

Consideremos
S={yeR"||yl=1} CR",

que es un conjunto compacto en R”. Como L es continua y (X,.7) es separado, se tiene que K = L(S)
es compacto (ver Proposicion 9.4.2) y, en particular, es cerrado (ver Ejercicio 9.11).

Como 0 ¢ S, por la inyectividad de L se tiene que 0 ¢ K = L(S). Dado K¢ es abierto, entonces
K¢ € A#%(0). Sabemos ademds (por la Proposicion 11.1.1), que existe V € 4% (0) balanceado tal que
V C K¢, de donde obtenemos VN K = 0.

Dado L~ es lineal, se tiene que L~! (V') C R" es balanceado (ver Ejercicio 11.5) y, también por la
inyectividad de L, se tiene que

L '(v)ns=o.

Concluimos entonces que
L~ '(v) C B(0,1),

puessiz € L' (V)y |z|| > 1, entonces como L~ ! (V) es balanceado (y 1/]|z|| < 1), se tendria

Z -1
—eL (V)NS,
]

lo que es una contradiccién. Como decfamos al principio, lo demostrado implicara entonces que L™ es
continua en cero y, por la Proposicién 11.2.1, serd continua en todo X. O
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Dimensién finita

A partir del Teorema 11.2.3, se obtienen como corolarios los siguientes resultado para espacios de
dimensidn finita, con los cuales concluimos este texto.

I Corolario 11.3.1 Solo la topologia euclidiana hace de R" un espacio vectorial topolégico separado.

Demostracion. Sea .7 una topologia definida sobre R” tal que (R”",.7) es un espacio vectorial to-
poldgico separado. Entonces, como la funcién identidad 7 : R” — R" es lineal y biyectiva, por el
Teorema 11.2.3 se tendrd que I : (R", .7z ) — (R",.7) es un homeomorfismo, donde 7% es la topologia
euclidiana. Se concluye entonces que I = 7. O

Corolario 11.3.2 Si X es un espacio vectorial de dimension finita, entonces solo existe una tnica
topologia que lo hace un espacio vectorial topoldgico separado.

Demostracion. Sean > 1 la dimension del espacio vectorial X y {vy,...,v,} C X una base. La funcién
¢ : R" — X definida por
QX1 ey Xn) =X1VI+ o F XV

serd lineal y biyectiva (ver Ejercicio 11.6). Sean .77 y .75 dos topologias definidas sobre X tal que
(X,.7}) (j =1,2) es un espacio vectorial topolégico separado. Por el Teorema 11.2.3, la funcién ¢ serd
un homeomorfismo si en X se considera .7 o . Por lo tanto, la identidad I : (X, .7}) — (X, %) es
también un homeomorfismo, al ser la composicién ¢ o @ ~!. Se concluye entonces que .7; = Z5. [

Como consecuencia del corolario anterior, deducimos que en un espacio vectorial de dimensién
finita, la topologia que induce una norma serd igual a la topologia débil, ya que ambas hacen del espacio
un espacio vectorial topolégico separado (ver ejercicios 11.2'y 11.3).



Ejercicios resueltos

Ejercicio 20. Considere dos espacios topoldgicos (X, Zx) e (Y, %)y f: X — Y una funcién biyectiva
y continua. Pruebe que f es un homeomorfismo, si y solamente si,

fA)=f(A) VACKX.

Solucion. Si f es un homeomorfismo, en particular es una aplicacion cerrada (f(C) es cerrado para
todo cerrado C). De esta forma, dado A C X, se tendra que f(A) es un conjunto cerrado y como

f(A) C f(A) se deduce

f(4) C f(A).
Por otro lado, si tomamos y € f(A) y V una vecindad de y, dado x € A tal que f(x) =y, por la
continuidad de f se tendrd que f~' (V) es una vecindad de x y, por lo tanto,

FHV)NA#£0,

concluyendo

VNf(A)#0

para toda vecindad V de y, de donde se deduce que y € f(A).

Finalmente, si
fA)=f(4) VACKX,

mostremos que f es una aplicacion cerrada para probar asi que es un homeomorfismo. Sea A C X un
conjunto cerrado, entonces

flA)=f(A)=f(A),

lo que nos permite concluir que f(A) es un conjunto cerrado. |



172 Capitulo 11. Espacios vectoriales topolégicos

Ejercicio 21. Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado y (X*, || -||«) su espacio dual, dotado de la
norma
(%)

l
II¢]« = sup —F = sup fl(x) VeieX,
rex\foy Xl xemjo.n]

donde B|0, 1] es la bola cerrada de centro 0 y radio unitario en X.
Considere la siguiente familia de conjuntos
B:={¢""(I)CX|feX* ICR abierto },

y defina .7 C Z(X) como la coleccién de todos los conjuntos que se obtienen como uniones de
intersecciones finitas de elementos en B.
1. Pruebe que (X, 7) es un espacio topoldgico y que si 7] es la topologfa que induce la norma
|| -1, entonces 7 C .|, es decir, 7 es mds débil que 7.

Solucion. Probemos que .7 es una topologia:

= Si consideramos ¢ = 0 (la funcién lineal nula), se tiene que £ € X* y X = £~!((—1,1)), por
lo tanto X estd en By, en consecuencia, X estd en .7 . El conjunto vacio también estard en
B pues para cualquier £ € X* se tendrd que 0 = ¢~ (0).

= Probaremos que la interseccion de dos conjuntos en .7 estd en .7, de donde se deducira
que toda interseccién finita de conjuntos en .7 estard en .7. Sean 0; y 6, dos conjuntos en
. Para j= 1,2, el conjunto 6; se puede escribir como

0= U Wo=U 1 Bg,

OCjEAj (XjEAj ﬁajEQaj

donde los conjuntos B, estdn en By {2, es un conjunto finito de indices para todo @; € A;
7 P
y j = 1,2. En consecuencia,

ene=J N Be, N[ U N B, |=

a1EN /30‘1 €Qq, wmEN, [302 €Qq,

- Uunn <Bﬁalm3%).

o EA] EA) ﬁal EQal ﬁaz EQaz

Como para cada (04, 0p) € A X A; se tiene que

N N (Be, "B,

Bey €90y Boy €Qay

es una interseccion finita de elementos en B, concluimos que 6; N 6, se escribe como una
unién de intersecciones finitas de elementos en B, por lo tanto 6; N 6, estd en .7 .
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s Sea {0y }ueca una familia de conjuntos en 7. Cada 6, es una unién de intersecciones
finitas de elementos en B, por lo tanto, el conjunto

W= 6,

serd una unién de intersecciones finitas de elementos en B, de donde se concluye que
WeJ.
Concluimos entonces que 7 es una topologia y, por lo tanto, (X,.7) es un espacio topolégico.

Para probar 7 C 7], como ya sabemos que 7 es una topologia, es suficiente mostrar que
BC I

Sea 6 € B, es decir, existe un abierto / C Ry £ € X* tales que 8 = £~'(I). El hecho que £ € X*
quiere decir que £ : (X,.7],|) — R es continua, por lo tanto 6 = ¢~'(I) € Jj., probando asf
que B C 7| y, en consecuencia, 7 C 7). |

2. Paratodo ¢ € X* pruebe que ¢ : (X,.7) — R es continua.

Solucién. Dado £ € X*, se tiene que para todo abierto I C R, el conjunto ¢/~ (1) estd en B y, por
lo tanto, estd en .7, probando asi la continuidad de ¢: (X,.7) — R. [

3. Demuestre que (X,.7) es un espacio topoldégico separado. Para ello puede utilizar la igualdad
(demostrdndola previamente; Ver demostracion de la Proposicion 10.3.4)

14
lx|| = sup Ax) VxeX. (11.1)

vex\fo} 1€]]+

Solucion. Sean x, y € X distintos, por lo tanto ||x — y|| > 0. De la expresién de la norma dada
por (11.1), deducimos que debe existir £ € X* tal que ¢(x —y) # 0. Definamos

SR

y los abiertos en R dados por
L= (lx)—el(x)+e) y DL:=((y)—elly)+e).

Claramente se tendrd que I; NI, = 0. Definiendo 8; = ¢~!(I}) y 6, = £~'(I), conjuntos que
estdn en .7, concluimos 6 N6, =0, x € B e y € 6, por lo tanto (X, .7 ) es un espacio topolégico
separado. |

Ejercicio 22. Sea (X, .7) un espacio topoldgico. Si 6 € .7 y A C X, pruebe las siguientes propiedades:
(a) SiANO =0, entonces ANO =0.

Solucion. Supongamos ANO =0. Si ANO #0, seaxcANG. Como 8 € T yxc0,se
tiene O € .4 (x). Entonces, como x € A, obtenemos 8 NA # 0, lo que es una contradiccién,
concluyendo asi ANO = 0. |
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(b) 6NAC ONA.

Solucién. Seax€ ONAyV € A (x). Comox € 0y 6 € 7, entonces 6NV € .4 (x). Dado que
x €A, setendrd (0NV)NA=VN(ONA) # 0, es decir,

VN(ONA)#0  YVeN(),

probando asi que x € 6 NA. |

Ejercicio 23. Si 7] y % son dos topologias definidas sobre X tales que 7] C %, (X, 7)) es separado
y (X, Z2) es compacto, demuestre que .7 = .

Solucion. Sea 6 € 7, entonces 0 es F,-cerrado. Como (X, .7) es compacto, entonces 6¢ es F5-
compacto.

Por la inclusion 7] C 2, se tendrd que todo recubrimiento de 6¢ de elementos en .77, serd un
recubrimiento de elementos en .7 vy, por lo tanto (dado 08¢ es Z5-compacto), tendrd un subrecubrimiento
finito. Como (X, .7]) es separado, deducimos que 0° es .7;-compacto, implicando que es .7} -cerrado,
concluyendo asi que 6 € 7.

Lo anterior prueba la inclusion %5 C 7. Por la hipétesis .77 C 7 se concluye .77 = 2. [ |

Ejercicio 24. Pruebe que si (X,.7) es un espacio topoldgico compacto, entonces para toda topologia
" estrictamente mds débil que .7 se tiene que (X,.7”) no es separado.

Solucion. Si 7' C Ty (X,.7'") es separado, por el ejercicio anterior se tiene que .7 = .7'. Por lo
tanto, si .7 es estrictamente mas débil que 7 (i.e., 7' C Ty ' # 7) necesariamente (X,.7") no
es separado. |

Ejercicio 25. Sea (X, Zx) un espacio topoldgico. Dado un conjunto A C X, demuestre que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) A es denso;
(b) int(A°) =0;

(¢) SiC C X escerradoy A C C, entonces C = X.

Solucion. (a) = (b): Supongamos int(A¢) # 0 y sea x € int(A¢). Entonces, existe 6 € Jx tal que
x € 6 C A°. Esto implicaque 6 0y AN B =0, lo que es una contradiccién pues A es denso y, por lo
tanto, intersecta a todo abierto no vacio. Concluimos entonces int (A¢) = 0.

(b) = (c): Sea C C X cerrado tal que A C C. Para x € X supongamos que x ¢ C, es decir, x € C¢ € Fx.
Como C¢ C A€ concluimos que x € int (A€), lo que es una contradiccién con (b). Por lo tanto, x € C
probando asi la inclusién X C C que evidentemente implica la igualdad C = X.

(c) = (a): Como A C Ay A es cerrado, por (c) se concluye A = X, es decir, A es denso.
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Ejercicio 26. Dado un espacio topoldgico (X, Zx ), demuestre que un conjunto A C X intersecta a todo
conjunto denso de X si y solamente si int(A) # 0.

Solucion. Siint(A) = 0, por el ejercicio anterior se tendrd que A€ es denso. Pero ANA¢ = @, contradi-
ciendo la hipétesis de que A intersecta a todo conjunto denso. Deducimos entonces que int(A) # 0.

Por otro lado, si D es denso, entonces D Nint(A) # 0, pues int(A) # @ y es abierto. Entonces 0 #

int(A)ND C AN D, concluyendo que A intersecta a todo conjunto denso.
|

Ejercicio 27. Sean (X, Z) e (Y, 9y) con (Y, %) separado (Hausdorff) y f, g : X — Y dos funciones
continuas.

(a) Pruebe que el conjunto
A={xeX | f(x)=g(x)} (11.2)

es cerrado.

Solucion. Sea x € A°, es decir, f(x) # g(x). Como (Y, Z) es separado, existiran 6y, 6, € Fy
tales que f(x) € 6y, g(x) € 6, 'y 6N 6, = 0. Por otro lado,

xeV=r16)ng " (6).

Por la continuidad de f'y g se tiene que V € .

Veamos que V C A°. Paraz € V = f~1(6;)Ng~1(6,) se tiene que f(z) € 8; y g(z) € ;. Como
61 N6, =0, entonces f(z) # g(z) concluyendo z € A°.

De esta forma, para todo x € A° hemos encontrado V € .4(x) tal que V C A€, probando asi que
A es abierto y, por lo tanto, A es cerrado. |

(b) Si fy g son iguales en un conjunto denso de X, demuestre que f(x) = g(x) para todo x € X.

Solucion. Sea D C X un conjunto denso tal que f(z) = g(z) para todo z € D. Probemos que el
conjunto A, definido por (11.2), es igual a X. La hipdtesis nos dice que

D C A.

Como A es cerrado (por el ejercicio anterior) se tendrd que X = D C A, concluyendo lo deseado.
[

Ejercicio 28. Sea X el conjunto definido por

X={{uhenCR|0<x, <1 VkeN}=]]l0,1]=0,1]",
keN

es decir, el espacio de la sucesiones reales a valores en el intervalo [0, 1], conjunto que se puede
escribir como el espacio producto [0, 1]. A este conjunto, lo dotaremos de la topologia producto,
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considerando en [0, 1] la topologia inducida por la topologia euclidiana en R. A la topologia producto
en X la denotaremos .7,.

Por otra parte, consideraremos la funcién d : X x X — R, la cual, para x = {xy rey € X e y =
{yi}xen € X estard definida por

v — il
d(x,y) =su

1. Demuestre que (X,d) es un espacio métrico.

Solucion. Primero veamos que la funcién d estd bien definida. Para x = {x; })reny € X € y =
{yrtken € X, se tendrd que
|k — |
k+1

dado que xi, yx € [0, 1]. Por lo tanto d(x,y) € R y la funcién d esté bien definida.

<1 VkeN,

Si d(x,y) = 0, entonces
[0k — i
k+1

por lo tanto x; = y, para todo k € N concluyendo x = y.

-0 VkeN,

Evidentemente d(x,y) = d(y,x) ya que

=yl _ b=l _

d(x,y) =su =d(y,x).
(ey) =sup = =sup =y = d0w)
Finalmente, para z = {z; }ren € X se tendra
X — Xk —2 % —
d(x,y) :supM §sup‘ ki —I—sup‘ k= V| =d(x,2)+d(z,y).

Por lo tanto, (X,d) es espacio métrico. |

2. Pruebe que paratodo € >0y ko € Ntalque ko > 1/e — 1, parax = {x; }rexn €X ey = { Vi }ren €X
se tiene

|0k — |
d(x,y) <€ & miax
(x.5) 0<k<ky k-+1

<E.

Solucion. Sea € >0y ko € N tal que kg > 1/& — 1. Evidentemente

[k — Y| o= ek — i
d(x,y)=sup———— < € = max <su < E.
(%,3) keg k+1 0<k<ko k+1 —k€§ k+1

Por lo tanto, probaremos la otra inclusién. Supongamos

méx |‘xk _yk’

< E.
0<k<ky k41

Para k > k se tiene

X% — vkl <L 1

€ Y k> k.
Kbl S ktl “kotl s > Ko
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Lo anterior (junto con la hipétesis) permite concluir

d(x,y) = sup i = i <E.

3. Si J; es la topologia que define la métrica d en X, demuestre que .7, = 7.

Solucién. Sea V un conjunto abierto de [0, 1], es decir, V se escribe como V =W N[0, 1] con W
un abierto de R. Sabemos que para todo £* € N, los conjuntos

6=vx [] [0,1]

keN\ {k*}

son abiertos de acuerdo a la topologia .7,, pues es un rectdngulo de abiertos. De hecho,
By = {V X H [0,1] | V abiertode [0,1]; k" € N}
keN\{k*}

constituye una sub-base de .7),. Por esta razén, para demostrar la inclusiéon .7, C .7, solo
probaremos %, C 9.

Consideremos W un abierto de R, V. =WnN|[0,1], k* € Ny 6 € H; dado por
6=vx [] 0,1

keN\{k*}

Sea x = {x; }ren € 0, que es equivalente a decir xi+ € V. Como V es un abierto de [0, 1], existe
€ >0 tal que
(e — (K" +1)e,xp + (K" +1)e)N[0,1] CV,

por lo tanto
B(x,e) C 6,

ya que si y = {yi hxen € B(x, €), entonces d(x,y) < €, es decir

Xk — Vi | Xe — yie |
su <gE=> —————<e=>yp€eV & yeb.
i 1 Yk Y

Hemos demostrado asi que para todo x € 0, existe € > 0 tal que B(x, &) C 6, probando entonces
que 6 € ., para todo 6 € %;. Nuevamente, como %, es una sub-base de .7, (y J; es una
topologia), concluimos .7, C 7.

Para probar la otra inclusién, dado x = {x; }xeny € X y € > 0, demostremos que B(x,€) € 7),.

Consideremos ko > 1/€ — 1 y en [0, 1] definamos los abiertos
Vi= (xx — (k+1)e, x4+ (k+1)e) N0, 1].
En X definamos el conjunto

ko
6=]]vex[]lo,1].
k=0

k>ko
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Observar que 6 € .7, al ser un rectdngulo de abiertos. Probemos ahora que
0 C B(x,¢).
Para y = {y; }xen € 0, se tiene

ykEVk:(xk—(k—i—l)s,xk+(k+1)8)ﬂ[0,1} Vk<ky & |x;;;_)1]k<8 Vk<kgp.

DR F Ay U
Lo anterior implicard mdx — —-—

< €y, por el ejercicio anterior, concluimos d(x,y) < €, es
omax S ¥ P i (x,y)

decir, y € B(x, €).

Hemos demostrado que para todo x € X y todo € > 0 existe 6 € .7, tal que x € 6 C B(x, €). Esto
prueba que todas las bolas abiertas (de acuerdo a la métrica d) son conjuntos abiertos de acuerdo
a .7, probando asi .7; C .7, y, por lo tanto, la igualdad .7, = 7. |

Ejercicio 29. Sea (X, .7') un espacio vectorial topoldgico sobre R. Si £: X — R es un funcional lineal
no nulo, demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) £ es continua;
(b) ker(¢) = {x € X | ¢(x) =0} es un conjunto cerrado;
(c) ker(£) no es un conjunto denso;

(d) En X existe una vecindad del origen V € .#°(0) y M > 0 tal que

l(x) € [-M,M)| VxeV.

Solucion. Se probara la cadena (a) = (b) = (c) = (d) = (a).

(a) = (b): Como R es un espacio topoldgico separado, entonces {0} C R es un conjunto cerrado. Por
lo tanto, si £ es continua, se tiene que

ker(£) = {x € X | {(x) = 0} = £~ ({0})

es un conjunto cerrado, al ser preimagen de un cerrado por una funcién continua.

(b) = (c): Como ¢ no es nulo, entonces existe x € X tal que £(x) # 0, es decir, x ¢ ker(¢). Por otro lado,
si ker(?) es cerrado, entonces ker(¢) = ker(¢). Como x ¢ ker(¢), entonces ker(¢) # X, concluyendo as{
que ker(¢) no es denso.

(c) = (d): Supongamos que no se tiene (d), es decir, para toda vecindad V € .47(0) y para todo M > 0
se tiene que existe x € V tal que |/(x)| > M.

Seaze X yW € 4 (z). Por propiedad de los espacios vectoriales topolégicos (ver Proposicion
11.1.1), sabemos que existird V € .4/(0) tal que W = z+ V. Ademds, sabemos que existird V € .47(0)
balanceada, tal que V C V. Sea M > |{(z)|. Entonces (dado no se tiene (d)), existird x € V tal que
|¢(x)| > M. Definamos ahora
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Observemos que ¢(y) = 0, por lo tanto, y € ker(¢). Ademas, como V es balanceado y

Lz)| _ [€z)]
— < 1
’ =™ =5
dado x € V se tendra
{(z)
———=Xx€eV
£(x)
Por lo tanto,
((z) -
y=z———=xc€z+VCz4+V =W,
£(x)

concluyendo que y € ker(¢) NW.
Hemos demostrado asi que para todo z € X y W € .#(z), se tiene ker(¢) "W # 0, es decir,

ker(¢) = X deduciendo que ker(¥) es denso, lo que es una contradiccién. De esta forma hemos probado
que se tiene (d).

(d) = (a): Suponiendo cierto (d), consideremos V € .4°(0) y M > 0 tales que

l(x) € [-M,M)] VxeV.

Seae >0y W = (g/2M)V. Observe que W € .47(0) (ver Proposicién 11.1.1).
Paray € W, existe x € V tal que y = (€/2M)x. Por lo tanto,

€ E()|<8M 8<£
= —_— X —_— - .
2M —2M 2

[0y
Hemos demostrado entonces, que para todo € > 0 existe W € .47(0) tal que
(W) € (—¢,¢),
lo que prueba la continuidad de £ en cero y, por lo tanto (al ser £ lineal), la continuidad en todo X. W

Ejercicio 30. Considere (X,.7) un espacio vectorial topoldgico separado. Sea K C X compacto y
C C X cerrado tales que KNC = 0.

(a) Demuestre que para todo x € K existe V, € .47(0) balanceada tal que

(x+Vi+Vi+Vy)NC=0

(x+Ve+Vo)N(C+V,) =0.

Solucion. Como KNC = 0, entonces K C C¢. Como C° es abierto, entonces para todo x € K,
existe una vecindad W, € .4(0) tal que x + W, C C“.

Por propiedad de espacios vectoriales topoldgicos (ver Proposicién 11.1.1), existird una vecindad
V, € A4(0) balanceada tal que V, + V, 4+ V, C W, y, por lo tanto,

X+ Vit Vit Vi Cx+ W, CC° = (x+Ve+Ve+ Vi) NC=0.
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Por otro lado, como V, es una vecindad balanceada, se tiene que —V, = V,. Por lo tanto, si
(x+Vi+Vo)N(C+Vy) #0,
entonces existen u, v, w € V, y z € C tales que x +u+v = z+w. Pero
z=x+u+v—wex+ (x+Ve+Vi+V,)NC,
lo que es una contradiccién con lo ya obtenido, concluyendo
(x+Vi+Vy)N(C+Vy) =0.
|
(b) Pruebe que existe V € .47(0) tal que

(K+V)N(C+V)=0.

Solucion. Por la parte anterior, para todo x € K existe V, € .4(0) balanceada tal que
(x+Vi+ V)N (C+Vy)=0.

Sin pérdida de generalidad, podemos considerar a los conjuntos V, abiertos. Entonces,

xeX
Como K es compacto, existen x1,...,x, € K tales que

n

K C U (Xj+ij)-

j=1

Definamos .
V= ﬂ &
j=1

que estard en .#"(0) dado es una interseccion finita de vecindades del cero.

Supongamos existe x € X tal que
xe(K+V)Nn(C+V),

es decir, existe ye K,veV,zeCyweV talesque x =y+v=z+w. Como y € K, existe
je{l,...;n} talquey € xj+Vy;. Dado que v, w € V, entonces v, w € V.. De esta forma se
tendra

x=y+v=z+we€ (x;+Vy, +Vy;) N (C+Vy,),

lo que es una contradiccion con lo ya obtenido. Concluimos asi que

(K+V)N(C+V)=0.
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