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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Espacios de Banach

Definicion 1 Un espacio vectorial normado (abreviado evn) es un espacio vectorial X
sobre R para el que se ha definido una funcion || -|| : X — R, llamada norma, tal que

= o+ yll < =l + llyll,
= x| = [afll],
w ||z|| > 0 para todo x # 0 y ||z|| = 0 si y solo si x = 0.

Ejemplos de espacios normados.

R", B(X), C(K), L*(Q2), norma de un producto, norma del espacio cociente.
Comentario sobre definicion de espacios topologicos, vy que la norma define una topo-
logia.

Definicién 2 Un espacio vectorial normado (X, | - ||) es un Espacio de Banach si la
norma || - || define una métrica completa en X .

Teorema 1 Un evn X es de Banach si y solo si toda serie absolutamente convergente
en X converge.

Demostracion:

(=) Supongamos que X es un evn completo, y sea {z,} C X tal que > °7 |z,
converge.

Definimos s,, = 22:1 x. Entonces, si n > m se tiene

n n o0
s = sll = 13"l < 3 sl < 3 llall — 0.

m+1 m+1 m+1

Por tanto, dado £ > 0 arbitrario, existe N € N tal que ||s,, — s,u|| < € siempre que
n > m > N. Es decir, {s,} es de Cauchy en X, y como este espacio es completo, se
tiene que s, = Yy _;_, T} converge.
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(<) Sea {z,,} C X una sucesion de Cauchy. Entonces, aplicando inducciéon matematica,
podemos obtener una sucesion {n,} C N tal que ng1 > ng y

|2n — 2l < 27% Yn,m > ny (1.1)
para todo k € N. Definimos y; = z,,, y, para cada k > 2,
Yk = Ty, — Ty, - (1.2)

Entonces, directamente por la hipotesis (1.1), se tiene que

D Myl =l +Z [ = nl] < [l | +22 =l |l +1, (1.3)
k=1

= k=1

y por tanto la serie ), yj es absolutamente convergente y por hipotesis se deduce
que converge. Ademas, para cada m € N se tiene

Zyk - Z Lnp — Ty 1 = Tn, + ((Em - xnl) +oeeet (xnm - xnmfl) = Tny,s (1'4>
k=1 k=1

de donde tenemos que la sucesion {z,, } es convergente. Como esta es una subsucesion
de {z,}, la cual es de Cauchy, se deduce que esta es también convergente. Por tanto
X es un espacio completo. |

Ejemplo 1 El evn X = L'(u) es un espacio de Banach.

Demostracion: .
Usaremos la caracterizacion anterior. Sea {f,} C X tal que Z | fnllzr < oco. Por el
n=1

TCM se tiene que

/X;!fn\du—;/x\fnm—;an”Ll < 00,

Por lo tanto g := Y >, | f,| satisface g € L' y ademas

para todo m € N.
Por tanto podemos aplicar el TCD a las sumas parciales Y ", f,, de donde se deduce
que convergen ctp. Es decir, existe

F=Y foeL'(p



1.2. OPERADORES Y FUNCIONALES 9

Ademas, tenemos

m [0.9]
1F = fll<f= Y Ifall =0,
n=1 n=m+1
y por lo tanto la serie Y " | f, converge en L'. Del teorema anterior se deduce que
L'() es un espacio completo. [

Ejemplo 2 FEl espacio

1
0 ={z = {zaben TR ally = (Spenloal?)? < 00}
es un espacio de Banach dotado de la norma ||-||,, para todo p € [1,00).

Demostracion:
Sea {z"} C ¢P sucesion de Cauchy. Entonces para todo € > 0 existe ny € N tal que

o —ap'| < fla” — 2P < e

para todo n,m > ng, con k € N fijo. Con esto, para cada k, la sucesion {z}}, es de
Cauchy en R y converge a algin = = {z;} por completitud de R. Nuevamente, por
definicion, dado € > 0 existe ng € N tal que para todo n,m > ng y para todo N

N
S fap —ap < Jlat — 2™k < e”
k=1

siendo esta suma finita, si n — 0o

N
Z |z, — a2 |P < €P.
k=1

Mas atn, si N — oo se deduce ||z — 2™||, < ¢, para todo m > ng. Escribiendo
r=x—a"+ 2™ se ve que x € P pues x —z™, 2™ € (P, de lo cual se sigue que z" — x
en (P. Se concluye que /P es un espacio de Banach. |

Ejercicio 1 Pruebe que el espacio LP(u) es un espacio de Banach.

1.2. Operadores y funcionales

En esta seccion estudiaremos transformaciones lineales entre espacios normados. Ten-
dran especial importancia aquellas cuyo codominio es el conjunto de ntimeros reales,
que son comunmente llamadas funcionales lineales.

Para denotar una bola abierta en X, usaremos la notacion

Bgf(xo) ={reX : ||x—ux <r},

en la que prescindiremos del supraindice si el espacio queda claro por el contexto.
Ademas escribiremos Bs = B;(0).
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Definicion 3 Sean X y Y dos evn. Diremos que una funcion lineal T : X — Y es
acotado si existe C' > 0 tal que
|Tz|| < Cllz||

para todo v € X.

Proposicion 1 Son equivalentes:
a) T es acotado.
b) T es continuo,

c) T es continuo en 0,

Demostracion:
a) = b) Si T es acotado, entonces, para cada par x;, x5 € X se tiene

T2y — Tas|| = ||T(21 — 22)|| < Cllwy — 22,

de donde se tiene que T' es Lipschitz, y en particular continuo.
b) = ¢) Es obvio.
¢) = a) Dado que T(0) = 0 y B} es una vecindad del 0 en Y, por hip6tesis se tiene
que existe 6 > 0 tal que
T(B) c BY. (1.5)

Sea x € X. Entonces z; := dg5r € Bi*, y por (1.5) se tiene ||Tx|| < 1. Es decir

|Tz|| < 2||2|| para todo = € X, de donde se tiene que T' es acotado. [ |
Definicion 4 St X, Y son evn, se define el espacio
LX,)Y)={T:X —Y : Tes lineal y acotado},
dotado de la norma
T cxyy = mf{C >0 : || Tz|| < C|z|| para todo x € X}.

Se prueba facilmente (Problema ?7) que £(X,Y’) es un evn, asi como las siguientes
formulaciones equivalentes de su norma:

1T llecxyy = sap{|[ Tz = llzf] < 1w € X}
= sup{||Tz|| : [lz] = 1,2 € X}

zsup{% : xeX\{O}}.

El siguiente resultado nos dice cuando un espacio de operadores es completo, lo cual
solo requiere que el espacio de llegada lo sea:

(1.6)
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Proposicion 2 SiY es completo entonces L(X,Y') es completo, y por tanto un espacio
de Banach.

El caso Y = R es particularmente importante:
Definicion 5 Si X es un evn, se define el espacio dual de X por
X" =L(X,R)={f: X — R : fes lineal y continua},
con la correspondiente norma. Los elementos de X* son llamados funcionales de X.
De esta manera, la norma del espacio dual esta definida por
[f1l« = sup{[f(2)] - [J«f] < 1},
que resulta completa por la Proposicién 2, al ser R un espacio completo.

Ejemplo 3 Considere X = Cla,b] dotado de la norma del supremo y para x € X
defina f : X — R por

Se prueba que f € X* y su norma es || f|| = ||z||.

Demostracion:
La linealidad de f es directo de la linealidad del operador integral. Acotando vemos

que
/aby(t)x(t) dt‘ < /_11 ly(@)] - =(@)] dt < (/b =) dt) Nl

b
1] < / j2(8)] dt < oo,

[F ()l =

lo cual implica

asi f es acotado.
Consideramos la sucesion de funciones continuas definidas por

()

oll) = T T

Por Teorema de Convergencia Dominada se verifica

F(a) = / n(B)a(t) dt —— / 2(t)] de.

n—oo

La sucesion {¢,} C X es creciente pues el mapeo t +— t/(t + 1) es creciente, y como
la, b] es compacto se tiene

2
[2lloc + 7 noe

[¥nlloc =



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Sigue que
[ ()] ’
1= — [ |=(@®)] dt.
[Ynll - nooe Ja
De lo anterior se obtiene || f|| = fab |z(t)| dt. [ |

Ejercicio 2 Considere X = Cla,b] dotado de la norma del supremo. Para cada a € R
defina f, : X — Rdado por

ful) = / () di +av(0)

Muestre que f, es un elemento del dual de C[—1,1] y que ||f.]| =2+ |a].

Ejercicio 3 Sea (X, A, p) un espacio de medida finita. Muestre que si 1 < p < gq,
entonces LI(p) C LP(u) y calcule la norma de la inclusion L(p) — LP(u).

Resulta muy 1util determinar si el espacio dual de un evn dado es identificable con un
espacio conocido. Los siguientes ejemplos ilustran este hecho.

Ejemplo 4 Si X es un espacio de Hilbert, el Teorema de Representacion de Riesz
proporciona una identificacion (un isomorfismo isométrico) para el espacio dual: X* =

X.
Ejemplo 5 Sea X = ¢y :={x € (> : lim,,_,o, = 0} dotado de la norma

||:E||oo = sup |x,|.
neN

Veamos que X* se identifica con (':

Demostracion:
Demostraremos la existencia de un isomorfismo isométrico ¢ : #1 — X* de la siguiente
manera: Dado z € ¢}, definimos ¢, : X — R por

. (x) = Z 2T,

neN
Entonces tenemos
D lzntal < lllse Y l2nl = llzllooll2ll1, (1.7)
neN neN

por lo que » _ Z,y, es convergente y entonces ¢.(x) esta bien definido.

Ademas, es claro que ¢, es lineal en x.

Por otra parte, la desigualdad (1.7) muestra que |p,(z)| < ||z]}1]|z||« para todo x € X,
de donde se sigue que p, € X* y ademas

o= llx- < |l2lx (1.8)
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para toda z € (.
Es decir, hemos probado que la funcién

ot — X* (1.9)
2, (1.10)
es un operador lineal, continua e inyectiva.
Ahora probaremos que ¢ es sobreyectiva (esta suele ser la parte méas dificil): Tomemos
f € X*, y probemos que existe z € £ tal que f = ¢,.
Definimos z = {2, }nen dada por z, = f(e™), donde e} = i, (es decir, la sucesion con

entrada n-ésima igual a 1 y todas las demas nulas). Para probar que z € ¢!, definimos
x" € X por

" = (sgn(z1),sgn(za),...,sgn(2,),0,...) = Z sgn(zy)e”. (1.11)

Entonces f(z") = > sgnzpf(e*) = >0 ||, y por tanto

D olzl = @) < Al e loo = 111
k=1
para todo n € N, de donde se concluye que
o0
D Lzl <D fllx (1.12)
k=1

y en particular z € ¢!,
Por otra parte, para cada = {x, }reny € X, se tiene

n
T — rr€"||oo = sup |zi| — 0,
e = Sl = st o
es decir v = ) vy ape” en X, por lo que f(z) = > yTnf(e") = >, cn TnZn Dara
todo x € X. Por lo tanto f = ¢,, lo cual nos permite concluir que ¢ es sobreyectiva.
Por ltimo, para todo z € ¢!, las desigualdades (1.8) y (1.12) para f = ¢, implican
que ||¢.||x+ = ||z||1, de donde concluimos que ¢ define un isomorfismo isométrico. W

Ejemplo 6 Sea X = C([0,1]) dotado de la norma del supremo. Sabemos que esta
norma hace de X un espacio de Banach. Se definen las transformaciones

para cada x € X. Se prueba que estdn bien definidas y que f,h € X*. Ademds, X, :=
{r € X : 2(0) =0} es también un espacio de Banach, y se tiene || f|x: = 1, donde el
supremo que define la norma no se alcanza.

Demostracion:
Se deja al lector. [ |
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1.3. Problemas de certamenes
Ejercicio 4 Sea X un espacio vectorial normado. Defino el mapeo en dualidad F' por
Fz)={fe X" [Ifl = llzl, y f(x) = =]}
para cada x € X.
1. Demuestre las siguientes propiedades de F(x):

a) Para cada v € X, se tiene
F(z) ={f € X - Ifll < llll, f(z)=ll«|*}
b) Para cada x € X, el conjunto F(z) C X* es no-vacio, cerrado y convezo,

2. Sea X wun espacio de dimension n € N, y {ey,...,e,} C X una base. Para cada
f € X*, denotemos fr = f(ey).

n

a) Consideremos en X la norma |||y := Z |z|. Calcular explicitamente la
k=1

norma || f||x+ en términos de las fy.

77777

c) Determinar explicitamente el conjunto F(x) en cada uno de los dos casos
anteriores.

SUGERENCIA para (2c): Razonar en R?, conjeturar, demostrar.

Demostracion:

la) Sea x € X y denotar por Fj(z) el nuevo conjunto que se ha definido. Clara-
mente F(z) C Fi(x). Si f € Fi(z) entonces tomar ¥ = z/||z| (sin pérdida de
generalidad, = # 0 pues F(0) = {0}) asi

/(@) = ﬁf@:) - ﬁuxn“’ e

y T € Bx. Como ademés || f|| < ||z| se sigue que ||f|| = ||z|| por lo que f € F(x).

1b) Siz = 0 entonces f(x) = {0} y si z # 0, por aplicacion estandar de Hahn-Banach
se tiene que existe f € X* que satisface precisamente f € F(x), asi en cualquier

caso F(x) # (.

Si f, — f en X* con {f,}, C F(x) entonces en particular f,(z) — f(z)y

[ full = 11l Sigue que f(z) = [|z||* y || f|| < ||lz]|, asi f € F(x) y por tanto F(x)
es cerrado.



1.3. PROBLEMAS DE CERTAMENES 15

2a)

2b)

Por ultimo, si f,g € F(z) y a € (0, 1) tenemos
loof + (1 —a)gll < allfll+ (1 = a)llgll = allz]] + (1 — a)llz]| = [l]

(af + (1= a)g)(x) = af(z) + (1 — a)g(z) = allz[|* + (1 — &) ||=[* = [l
de lo cual af + (1 — a)g € Fi(x) = F(x).

Para cada v € X seax =37,

f(z) = ijf(ej) = ijfj

z;e;. Entonces

y por tanto

asi || f|| < méx;{|f;|}. Por otro lado, para cada k tal que f; # 0 definir z tal que

. fellfel, G=F
! 0, j#k

lo cual implica que ||z|| =1y f(x) = |fxl, asi | fi| < ||f]| para todo k =1, ..., n.
De lo anterior se concluye que

-----

Anéalogamente, vemos que

.....

asi

[t
j=1

Por otro lado, sea x € X tal que z; =0si f; =0y x; = sgn(f;) en otro caso, asi
[zl =1y

flx) =Y wif; =Y 16 < Il
i=1 j=1

De las estimativas anteriores se concluye que

FHEDNE
j=1
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2¢) Si |lzfls = >, |z;| sabemos que || f|| = mdx; | f;|. Entonces f € F(z) si y solo si

2
Z%’fj = (ZW!) y méx|f;| = lzl.

a) Sixy = 0 la dnica restriccion es fi, < . |z |, es decir, |fi| < [[z]]:.

b) Si z), # 0 afirmamos que fi = sgu(fx)||z||:. En efecto, si zxfi < ||z||1]|zk]
entonces

dowifi=anfi+ Y wify <zl + el Y ey < el
j ik j#k
luego f & F(z).

Luego fr = sgn(fr)||z||1 para todo k tal que xp # 0y |fi| < ||z|/1]|zx| para todo
k tal que zp = 0.

Si [|z]|eo = supy, | fx| entonces f € F(z) si y solo si

> fiwi= méx [zy[* y doIfil= max [
j j

Sea I = {j : |xx| = |||l }, entonces
> zifi = sen(@y)elloef; = llzlloe Y sen(;)
jel jel jer

y como ngﬂfg‘fj < ||x||oc>2j¢[’fj’ se tiene sgn(z;) = sgn(f;) v Ejgz\fj\ =
|z]|oo. Por lo tanto, f € F(z) si y solo si sgn(z;) = sgn(f;) para todo j €

1, Zje] |fil = l]|oc ¥ f; = 0 para todo j & I.
|

1.4. Ejercicios

Ejercicio 5 Sea X un espacio normado y f € X*. Muestre que f es continuo si y solo
si ker(f) es cerrado.



Capitulo 2

Teoremas clasicos del Analisis
Funcional

2.1. Teorema de Hahn-Banach y sus consecuencias

El Teorema de Hahn-Banach es un resultado fundamental que asegura la existencia
de elementos de X*. Un ingrediente importante es el Lema de Zorn, un resultado de
induccion transfinita.

Lema 1 (Lema de Zorn) Si Z es un conjunto parcialmente ordenado no vacio tal
que todo subconjunto totalmente ordenado tiene una cota superior, entonces Z pose
algin elemento maximal.

Demostracion:

Este Lema es equivalente al Axioma de Eleccién |

Teorema 2 (Teorema de Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial y p : X —»
R tal que

» p(Az) = A\p(z), VreX,VA>0,

= p(x+y) < px)+py).

St G C X es un subespacio vectorial y g : G — R es una funcion lineal tal que
g(x) <p(xr) Veed,
entonces existe una funcion lineal f : X — R extension de g tal que
f(z) < plx)
para todo v € X.

Con el fin de hacer méas comprensible la lectura de la demostracion, probaremos primero
un caso particular:

17



18 CAPITULO 2. TEOREMAS CLASICOS DEL ANALISIS FUNCIONAL

Proposicion 3 Bajo las hipdtesis del Teorema de Hahn-Banach, si zo € X \ G enton-
ces existe una funcion lineal

h:{(GU{xe}) — R
extension de g y tal que h(x) < p(x) para todo x € (G U {xo}).

Demostracion:
Sea zy € X \ G. Fijemos ¢y € R (por el momento arbitrario, por elegir més adelante)
y definimos

D(h) = (GU{xo}) ={x + Azg : © € G, € R},

para cada x € G y A € R. Se verifica facilmente que h esté bien definida y es lineal.
Ademas, por construccion se tiene que G C D(h) con contencion propia, y que h es
una extension de g.

Por tanto, para concluir basta probar que existe t, € R tal que h(z) < p(z) para todo
x € D(h). Se deja al lector demostrar este hecho. |

Ahora probaremos el Teorema en el caso general.
Demostracion (del Teorema de Hahn-Banach):
Definimos la coleccion de extensiones lineales de g acotadas por p:

P={(h,D(h)) : GC D(h) <X, h:D(h) — R es extension lineal de g, h(z) <p(z) Vze X},
dotado de la relacion de orden < definida por

(h1, D(hy)) < (he, D(hy)) si  D(hy) C D(hy) y ho(z) = hy(z)Vx € D(hy)
de manera que la demostraciéon del teorema consta de dos partes:

1. La coleccién P con el orden < es inductiva, de manera que se puede aplicar el
Lema de Zorn.

2. El elemento maximal cuya existencia es garantizada por el Lema de Zorn es la
extension que buscamos.

Veamos el punto 1. Para probar que P es inductiva, tomamos una subcoleccion Q =
{(ha, D(hy)) : « € A} totalmente ordenada; probaremos que contiene un elemento
maximal. Definimos
D(h) = | D(ha).
acA
Dado que Q es totalmente ordenada, es facil ver que D(h) < X, pues si x,y € D(h)
entonces x € D(hy, ), y € D(ha,) para algunos ay, as. Por hipotesis, uno de los dominios
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esté contenido en el otro, digamos D(hs,) C D(ha,), y entonces © + oy C D(hq,) C
D(h) para todo a € R, por tanto D(h) < X. También definimos

h:D(h) — R

de la siguiente manera: Si x € D(h), entonces existe ay € A tal que x € D(hy,).
Definimos h(x) = ha,(z). Como Q esta bien ordenada, h estd bien definida (pues si
x € D(ha,) N D(hg,) entonces hyy(z) = ha, (x), pues una funcion es extension de la
otra).

Por tanto se tiene que (h, D;) € P es una cota superior de Q. Por el Lema de Zorn,
existe un elemento maximal (f, D(f)) € P.

Para probar el punto 2, demostremos que f es la extension buscada. Es decir, debemos
probar que D(f) = X. Supongamos que no es cierto, y por tanto existe zo € X \ D(f).
Aplicamos la Proposicion 3 con g = f v G = D(f), y se obtiene una extension h de f
con dominio D(h) < X tal que (D(h), h) € P. Por construccion se tiene D(f) C D(h)
con contencién propia y h # f.
Esto implica una contradicciéon a la maximalidad de (D(f), f), de donde concluimos
que D(f) = X. Por tanto f es la extension deseada.

|

Corolario 1 Sea Y C X un subespacio vectorial, y sea g : Y — R lineal y continua.
Entonces existe f € X* que extiende g tal que

/]

x= = [|glly~

Demostracion:
Tenemos que g(x) < ||g|ly+||z| para todo z € Y. Si definimos p(x) = ||g||y~||z|| para
x € Y, podemos aplicar Hahn-Banach para hallar una extension linear f € X* de g tal

que f(z) < |\gl|ly+||z|| para todo x € X, implicando que || f||x+ < ||g||y+. Por otro lado,
siendo f una extension de g, se tiene g(z) < f(x) para toda z € X, lo cual implica
lglly= < ||fllx+, de donde se sigue la igualdad deseada. [

Corolario 2 Si xy € X, entonces existe f € X* tal que

1£1 = llzoll, o £ (o) = Iloll*.

Demostracion:

Definimos Y = Rz, y g : Y — R por g(txg) = t||xo|/*>. Entonces g es un funcional
lineal en el subespacio vectorial Y. Por el Corolario 1 tenemos que existe f € X* tal
que || f]| = llgll = l|lzo|| ¥ que es extension de g, por lo cual f(xy) = g(xo) = ||zo|>. W

Obs: Si en particular X es un espacio con producto interno (-,-), podemos definir
explicitamente un funcional lineal f por

f(x) = (z,20)

de manera que satisface la conclusion del Corolario 2. De esta manera, tal resultado es
una generalizacion a los espacios vectoriales normados.
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Corolario 3 Para cada x € X se tiene

]l = méx{[f(x)] : f e X7 [If]l. <1} (2.1)

Notar que, a diferencia de (2.1), en la definicion de la norma || f]|., el supremo no se
alcanza necesariamente (ver ejemplo 6).

2.2. Teorema de Hahn Banach, versiones geométricas

En el estudio de los espacios vectoriales normados, tienen particular importancia los
conjuntos llamados hiperplanos:

Definicion 6 Si X es un evn, se dice que H C X es un hiperplano si existen una
funcion lineal f : X — R no nula y una constante « € X tales que H = {x € X :

f(z) = a}

Usualmente denotaremos H = {f = a}. Es claro que H separa al espacio X en tres
regiones disjuntas: el mismo hiperplano y dos semiespacios: {x € X : f(z) < a} y
{re X : f(x) > a}l.

Lema 2 Sean H un hiperplano, y C C X \ H un conjunto convexo no vacio. Entonces
C' estd contenido en solo uno de los dos semiespacios definidos por H.

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad, podemos tomar xy € C tal que f(z9) < a. Probaremos
que f(x) < a para todo x € C.
En efecto, supongamos que existe x; € C tal que f(x;) > a. Definimos, para cada
t e (0,1),

= (1 —t)xg + tay.

Como C' es convexo, se tiene que z; € C para todo ¢ € (0,1). Ademés f(x;) =
(1 —t)f(xo) + tf(x1), de donde se obtiene facilmente la existencia de un t* tal que
f(z4) = a (de hecho t* = iﬂm)))

~ f(@1)—f(=zo
Esto es una contradiccion con la hipotesis C' € X \ H, de donde concluimos que no
existe tal z; € C, y por tanto f(z) < a para todo z € C. [ |

Proposicion 4 Un hiperplano H es cerrado si y solo si f es continua.

Demostracion:

(«<=) Dado que {a} C R es cerrado, esto es directo de las propiedades de la imagen
inversa de funciones continuas.

(=) Supongamos que el hiperplano H es cerrado. Si H = X entonces f es constante
y en particular es continua. De lo contrario, podemos tomar zo ¢ H, sin perdida de
generalidad tal que f(z¢) < a.
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Como H es cerrado, entonces existe > 0 tal que B,(z9) C X \ H. Por el Lema 2
aplicado al convexo B,(zy), deducimos que f(z) < « para todo z € B,(xp). Como
B, (x¢) = x¢ + By, tenemos que

flzo) +rf(z) = f(xg+r2) < Yz € By,

de donde
f(z) <r Ya— f(xg)) Vz € By,

lo cual implica que f es acotada y || f|| < r~*(a — f(xo)). [

Una aplicaciéon muy importante del Teorema de Hahn-Banach es la existencia de hi-
perplanos que separan ciertos conjuntos. Estas versiones seran usadas en los resultados
de ortogonalidad y sobre las topologias débiles.

Definicién 7 Sean A y B subconjuntos del evn X, y H = {f = a} un hiperplano.
Decimos que

s H separa A y B st

flx) <a<fly) VeeA VyeB

s H separa estrictamente A y B si existe € > 0 tal que

flz)<a—¢e, a+e<fly) VreAVyeB

Lema 3 St X es un evn, sea C C X un convezxo abierto tal que 0 € C'. Definimos,
para cada x € X,
plx) =mf{a >0 : 2z € al}.

Entonces:

1. p satisface las hipdtesis del Teorema de HB (es subaditiva y homogenea para
constantes positivas).

2. Eziste M > 0 tal que 0 < p(z) < M||z|| para todo x € X.

3. C={reX :p)<l1}

Demostracion:
Como C' es abierto y 0 € (', de la continuidad de la funcién multiplicaciéon en X se
deduce que p esta bien definido. [ |

Lema 4 Sea C C X wun convexo abierto no vacio, y o € X \ C. Entonces eriste
f e X* tal que
f(z) < f(xo) para todo x € C. (2.2)
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Demostracion:
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer 0 € C' (de lo contrario, considerar una
traslacion de C' en X). Definimos el subespacio vectorial G = Rz, y la funcién lineal
g : G — R dada por

g(txg) =t VteR.

Aplicaremos el Teorema de Hanh-Banach (Teorema 2) a g y a la funcional de Minkowski
p definida por el convexo C'. Para esto, probaremos que ¢ < p en . Por el Lema 3

tenemos que p es homogénea para constantes positivas, y que p(zg) > 1 (pues zo ¢ C),
de donde

g(txo) =t < tp(xo) = p(txo)

para todo ¢ > 0. Es decir g < p en Ruxy.

Por tanto se cumplen las hipotesis del Teorema de Hahn-Banach, el cual implica que
existe una funcion lineal f : X — R que es extension de g y tal que f < p en todo
X. En particular se tiene que f(z¢) = g(zo) =1, y que

flz) < plz) <1
para todo x € C, de donde se cumple (2.2). Por altimo, por el Lema 3 se tiene
f(z) < p(z) < M=

para todo z € X, lo cual implica que f es acotada, es decir f € X*, con lo que concluye
la demostracion. |

Teorema 3 (Hahn-Banach, 1ra version geométrica) Sean A, B C X convezos,
disjuntos, no vacios con A abierto. Entonces existe un hiperplano que separa A y B.

Demostracion:

Sea A abierto, y definimos C = A—B={a—0b:a€ A,bec B}.

Se prueba directamente que C' es convexo. Ademas C' = J,.5(A —b), y cada conjunto
A — b es abierto, de donde tenemos que C es abierto. Por tltimo, dado que AN B = 0,
concluimos que 0 ¢ C.

Por lo tanto podemos aplicar el Lema 4, de donde se obtiene que existe f € X* tal que

flz) < f(0)=0
para todo x € C = A — B, por lo cual se tiene
fla) < f(b)
para todo a € A y todo b € B, de donde se obtiene
sup f(4) < inf f(B).

Concluimos que si a € [sup f(A), inf f(B)] entonces H := {f = a} separa Ay B. B
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Teorema 4 (Hahn-Banach, 2da versién geométrica) Sean A, B C X convezos,
no vacios, disjuntos, A cerrado y B compacto. Entonces existe un hiperplano que separa
estrictamente A y B

Demostracion:

Sea A abierto, y definimos C = A—B={a—b:a€ AbeE B}.

Al igual que en el teorema anterior, se tiene C' convexo y 0 ¢ C'. Ademaés, se tiene que
C' es cerrado (para lo cual se requiere la compacidad de uno de los conjuntos. Se puede
probar directamente por sucesiones).

Por tanto existe r > 0 tal que B, N C = 0.

Entonces podemos aplicar el Teorema 3, de donde se obtiene la existencia de un hi-
perplano cerrado H que separa los conjuntos B, y C. Es decir, existe f € X* tal
que

fl@) < fly) Veel, VyeBh,
= fla—b) < f(rz) Vae Ajbe B Vze B
= f(a) — f(b) <rf(z) VYae A,be B Vze B
= f(a)+rf(w) < f(b) Yaec Ajbe B Ywe B (2.3)
= f(a)+r sup f(w) < f(b) Vae A,be B

weBy

= f(a)+r|f] < f(b) Vae€ Abe B.
= sup f(A) + 7| f]| < nf f(B).

De la tltima desigualdad se tiene que podemos tomar

ol A
2 |’ 2

a € [sup f(A) + @,inff(B)

para tener que el hiperplano {f = a} separa estrictamente A y B. [ |

Ejemplo 7 Si se elimina la hipotesis de compacidad no se puede garantizar que exista
una separacion estricta, incluso en dimension finita: en X = R2, los converos A =

{y <0}, B={y>e"}.

Ejemplo 8 (Caracterizacion de conjuntos cerrados convexros) Sea X un espacio de
Banach. St C C X es cerrado convexo no vacio, entonces C' es la interseccion de todos
los semiespacios cerrados que lo contienen.

Demostracion:

Sea S = {S4}aen donde S, es semiespacio cerrado conteniendo a C. Es un hecho que
C C (Naen Sa- Suponer que existe 7 € (), S tal que z ¢ C. Siendo C' un cerrado
convexo y {z} compacto convexo por teorema de Hanh-Banach en su segunda forma
geométrica existe un hiperplano H = {z € X : f(z) = a} que separa ambos conjuntos
de manera estricta. Definimos entonces A = {z € X : f(z) < a} el cual es un conjunto
cerrado que ademads contiene a C, en base a lo anterior no contiene z (4 € §). Si
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C' no esta contenido en A consideramos B = {x € X : f(x) > a} y procedemos
con un razonamiento analogo como el hecho para A. En ambos casos se obtiene una
contradiccion. |

2.2.1. Producto en dualidad

Un concepto cominmente usado, generalizacion del producto interno para los espacios
normados, es el de producto en dualidad, denotado por <,>x- x y definido en X* x X
por

(f,x) e X" x X — <fa$>x*,x = f(x).

Esta nocion generaliza el producto interior, y en particular permite establecer relaciones
de ortogonalidad en espacios vectoriales normados.

Definicion 8 Sean M C X y N C X* subespacios vectoriales. Entonces definimos

M*+={feX*: f(x)=0 Vrec M},

IN={ze€X : flx)=0 VfeN}

No es dificil probar que M+ y - N son subespacios vectoriales cerrados (ejercicio).
Para probar algunas propiedades de estos conjuntos, introduzcamos, para cada r € X,

el funcional evaluacion
J, : X" — R

definido por J,(f) = f(x).
Claramente J, es lineal en f, y ademés

| J(N) = 1f @) < Il

para toda f € X* de donde J, € X** (con ||J,|
En particular, dado que por definicién se tiene

M= () J7'({o}),

zeM

xe < l2]]).

de lo anterior tenemos que M= es una interseccién de conjuntos cerrados, y por lo
tanto es un subespacio cerrado de X*.
Mas aun, por el Teorema de Hahn Banach (Corolario (?7)) se tiene que

o]l = max{|L.(f)] - fe X" [f]l <1} =/

X x*.

Es decir,
12|

x= = ||z]|x paracadaz € X. (2.4)
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Esto nos dice que la funcion
J: X — X

definida por
x— Jy,

es un isomorfismo isométrico entre X y su imagen J(X) C X**. La funcién J es llamada

la inyeccion canonica de X en X**,y en general no es sobreyectiva.

Proposicion 5 Si M C X es un subespacio vectorial entonces se tiene
(M) =M.

Demostracion:

(D) Por definicion se tiene que M C +(M™) y que el segundo conjunto es cerrado, de
donde se sigue que M C +(M™4).

(C) Sea ¢ € X tal que zo ¢ M. Entonces M y {z(} son conjuntos convexos disjuntos,
y {zo} es compacto. Por el Teorema 4 existe f € X* tal que

f(x) < a< f(xo) (2.5)

para todo z € M. De (2.5) se tiene, en particular, que f < o en M, y entonces f = 0

en M (puesto que los funcionales lineales no nulos no estan acotados por ninguna

constante). Es decir, se tiene que f € M*. Ademas, de (2.5) se sigue que 0 < f(xy),
1 1

por lo que zg ¢ (M+). [ |

De las relacion anterior se tiene en particular el siguiente resultado.

Corolario 4 Sea F C X un subespecio vectorial no trivial. Entonces F' es denso en
X sty solo si para todo f € X* que se anula en F se tiene f = 0.

Demostracion:
Se sigue de la Proposicion 5, y del hecho que +(M+) = X si y solo si f = 0 para todo
feX*talque f =0en M. [ |

Proposicion 6 Si N C X* es un subespacio vectorial entonces se tiene
N C (*N)*.

Demostracion:
Por definicién se tiene N C (*N)*, y ademas el segundo conjunto es cerrado, de donde

se concluye.
[ |

Ejemplo 9 Sean X = (' y
N=cy={{zp}y : lim 2, =0} C £~ = X".
n—oo

De la identificacion N* = (' probada en el ejemplo 77 se puede deducir que LN = {0}.
Por lo tanto (tN)* = (°°, mientras que N = co # (*°.
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2.3. Teorema de Baire y consecuencias

Lema 5 Sea (X,d) un espacio métrico completo. Si {F,} es una coleccion de subcon-
Juntos cerrados no vacios de X tales que F,, O F, 11 para todon € N y lim diam(F,,) = 0,
n—oo

entonces ﬂ F, # 0.
neN

Demostracion:
Por hipotesis podemos tomar x,, € F), para cada n € N. Entonces se tiene

{xk}an CcF, Vne N, (26)

de donde, para cada n, se tiene d(xy,x,) < diam(F},) para todo k > n, de donde se
tiene que {x,} es de Cauchy. Por hipotesis existe x € X tal que z,, — x. De (2.6) y dado
que F}, es cerrado, se tiene x € F}, para todo n € N, lo cual concluye la demostracion.
[

Teorema 5 (Lema de Baire) Sea X un espacio métrico completo. Sea {V,,} una
suceston de conjuntos abiertos densos en X. Entonces se tiene

V.=X.

neN

Demostracion:
Sean zy € X y € > 0. Probaremos que

Bmmmﬁm¢w (2.7)

Usaremos un proceso inductivo para probar que, para cada n € N, se tiene B.(xo) N
M=t Vi # 0:

Como V; es denso, el conjunto B.(xg) N Vi es un abierto no vacio, de donde existen
r1 € X y g1 > 0 tales que

B.,(z1) C Be(zo) NV, (2.8)

Sin pérdida de generalidad podemos tomar 0 < ¢; < 1. Ahora, dados =, € N y
en € (0,1/n), de la densidad de V}, se tiene que existen z,1 € Ny €,,1 > 0 tales que

Bsn+1($n+1> C Be,(w) N Vi1, (2.9)
y en particular podemos tomar €, 11 < n+r1
Aplicando induccién, tenemos entonces una colecciéon de cerrados {Bsn (xn)} en-
neN

cajados, todos contenidos en B.(zy), y tales que B, (x,) N (,—, Vi # 0 para todo
n € N.

Entonces, del Lema 5 se tiene que K := (), oy B:,(2,) # 0, de donde se desprende
(2.7). [ |
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Corolario 5 Sea X un espacio métrico completo. Si {X,} es una coleccion de sub-

conjuntos cerrados de X, cada uno con interior vacio, entonces U X,, tiene interior

neN
vacto.

Demostracion:
Aplicar el Lema de Baire a los abiertos V,, = X \ X,,. [ |

2.3.1. Principio de acotacién uniforme

Teorema 6 Sean X, Y espacios de Banach, y sea {Tp}aca C L(X,Y) una coleccion
de operadores acotados tales que, para cada x € X, se tiene

sup ||Tox|ly < oo, (2.10)
acA
entonces
sup || 1ol z(x,y) < 00. (2.11)
acA
Demostracion:

Definimos, para cada n € N, el conjunto
Xp={re X : |[Toz|]| <n VYaec A}

Por (2.10), para cada z € X se tiene que existe n € N tal que n > sup,c || 1oy, ¥
por tanto x € X,,. Entonces
U Xy = X7

neN
y en particular int(|J, .y X»n) # 0. Ademas, de la continuidad de T, se obtiene que cada
conjunto X, es cerrado. Por el Lema de Baire (Corolario 5) se tiene que existe ng € N
tal que int(X,,) # 0, es decir, existen g € X y r > 0 tales que B,(z9) C X,,. Por
definicién, se tiene que, para toda a € A,

|Tox|| <ng Vz € B.(zo),

y por tanto
| Toxo + Tu(rz)|| = |Ta(xo +7r2)|| <ng Vz e By,
de donde
r|Toz|| < |[Taxol + 10 <2n¢ Vz € By.
De lo anterior se obtiene que ||T,|| < 22¢ para cada « € A. [ |

Corolario 6 (Banach-Steinhaus) Sean X, Y espacios de Banach, y sea {1} }nen C
L(X,Y) una sucecion de operadores acotados tales que existe T : X — Y tal que

Tx = lim T,x para cada x € X. Entonces se tiene
n—oo
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1. sup || T || zex,y) < 00,
neN

2. TeL(X,Y),y
3. |7l < liminf||T,|.
n—oo

Demostracion:

Para cada x € X, la sucesion {T,,x}, es una sucesion covnergente en X, y por tanto
acotada, esto es, sup,cy||Tnz|| < co. Siendo X un espacio de Banach, por el Teorema
anterior se tiene que sup,,cy||7n|| < oo de donde se tiene 1.

Evidentemente T es lineal por la linealidad del limite. Tenemos que para todo x €
X, || Tox|| < || Twlll|x]] para todo n € N, asi por la definicion de T se sigue

|ITz|| = lm [|Tz]| < (sup||Toll)l|=ll, Vae X
n—0oo neN

de lo cual se sigue 2.
Por dltimo, por definicién se ve que

lim inf|| T, || < sup||Ty| < o0
n—o0 neN

asi
|Tz|| = lim ||T,z| = liminf||T,z|| < lminf||T,||||z], Vre X
n—o0 n—00 n—00
de lo cual se deduce directamente 3. |

Corolario 7 Sea X un espacio de Banach, y B C X tal que f(B) C R es acotado
para todo f € X*. Entonces B es acotado en X.

Demostracion:
Para cada x € B, defina el operador T, : X* — R dado por T,(f) = f(z) para cada
feX .

1. Aplique del Corolario de HB para probar que T, € L(X*,R) con ||T,| = ||z||.

2. Como f(B) es acotado para todo f € X*, se prueba que la familia {7} }.cp es
puntualmente acotada (es decir, se caumplen las hipotesis del Teo de BS).

3. Del Teo de BS se concluye que B es acotado.
[ |

Corolario 8 Sean X,Y espacios de Banach. Sib: X XY — R una aplicacion bilineal
y separadamente continua entonces b es continua.
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Demostracion:

Basta probar que si (z,,y,) — (0,0) entonces b(x,,y,) — 0, lo cual es valido por
bilinealidad. Para cada x,, € X definir la aplicacién T;, : Y — R dada por T,y =
b(x,,y), el cual es continuo y satisface T,y — 0 para n — oo. Esto tltimo implica
que para cada y € Y, sup,||T,y|| < oo, asi por Banach-Steinhaus existe C' > 0 tal que
|T.y| < Clly||, para todo y € Y. En particular para y, se tiene

020, Yn)| = [Toynl < Cllyall,

que converge a cero para n — 0o. |

Ejemplo 10 El espacio X = (C[a,b], ||-|l1) no es completo.

Demostracion:

Suponer X completo y por simplicidad considerar [a, b] = [0, 7]. Definir la forma bilineal
b: X xX — R por

() = / "ottt

Por propiedades de la integral y dado que toda funcién continua sobre un conjunto
compacto alcanza su méximo, la forma b es separadamente continua. Por el inciso
anterior b es continua. Ahora, considerar la sucesion

5 =3

)

B Vnsin(nt) , 0<t<
€Z§TAL@)_{O <t<

319

Se verifica que ||¢,]i = 2/v/n que converge a cero para n — 0o, mientras que
b(¢n, ¢n) = /2 para todo n, por tanto b no es continua. Lo anterior es una con-
tradiccion al corolario (8), luego X no es completo. |

2.3.2. Teorema del mapeo abierto

Teorema 7 (Teorema del Mapeo Abierto) Sean X, Y espacios de Banach y sea
T € L(X,Y) un operador sobreyectivo. Entonces T es una funcion abierta.

El siguiente resultado es consecuencia directa de este teorema:

Corolario 9 Sean X, Y espacios de Banach y sea T € L(X,Y) un operador biyec-
tivo. Entonces T~ € L(Y,X) (es decir, estd bien definido como operador lineal y es
continuo).

El siguiente es un 1til resultado para establecer equivalencia de normas en espacios de
Banach.



30 CAPITULO 2. TEOREMAS CLASICOS DEL ANALISIS FUNCIONAL
Corolario 10 Sea X un evn para el cual ezxisten dos normas || - ||y y || - |2, con cada
una de las cuales es espacio de Banach, y tal que existe una constante C' > 0 tal que

lz|l2 < Cllz]|; Vz e X. (2.12)
Entonces las dos normas son equivalentes en X .

Teorema 8 (Teorema de la Grafica Cerrada) Sean X, Y espacios de Banach y
sea T : X — Y wuna transformacion lineal cuya grdfica, definida por

G(T)=A{(z,Tx) : v € X},
es un subconjunto cerrado de X XY . Entonces T es acotado.

Demostracion:
Definimos en X la norma de la grdfica, por

[zlle = llzllx + [[Tz]ly,

para cada = € X. Se sabe que (X, || - ||¢) es un espacio de Banach (se deja al lector
demostrarlo) y es evidente que ||z||x < ||z||¢ para todo z € X. Por el Corolario 10
se tiene que ambas normas son equivalentes. Es decir, existe C' > 0 tal que ||z|x +
ITz|ly < Cllz||x para todo z € X, de donde se tiene en particular que ||T|| < C.

[ |
Demostracion (del Teorema del Mapeo Abierto):
Primero, veremos que basta probar que existe 6 > 0 tal que
BY c T(By"). (2.13)

En efecto, supongamos que (2.13) es cierto y sea U C X abierto. Para cada yo € T(U),
existe xo € U tal que T'xy = yo, v por hipotesis existe r > 0 tal que

xo+ B, = Br(l‘o) cU,

de donde
yo+ T(B,) C T(U).

Por otra parte, de (2.13) se sigue que
BY C T(BX).
De las dos tultimas ecuaciones se sigue que
B5(yo) = yo + B)s € T(U),

lo que prueba que T'(U) es abierto.
Por lo tanto resta probar la contenciéon (2.13). De hecho, basta probar una contencion
un poco mas débil:
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Lema 6 Sean X, Y son espacios de Banach, T € L(X,Y), 6 > 0 tales que

BY c T(BY). (2.14)
Entonces se cumple (2.13).

Supondremos cierto este Lema por un momento, y concluiremos la demostracion del
teorema. Es decir, probaremos (2.14):
Definimos, para cada n € N,

X, = nT(BY) = T(BX).

Por hipétesis T es sobreyectivo, de donde se tiene Y = | J, .y Xy Por el Lema de Baire
(Corolario 5) podemos asegurar la existencia de ng € N tal que int(X,,) # 0, de donde
se tiene int(T'(B;¥)) # 0.

Entonces existen yp € Y y 6 > 0 tales que

Bas(yo) C T(B5Y). (2.15)

En particular yo € T(B;%), y por simetria con respecto al origen de este conjunto, se
tiene

—yo € T(B5%). (2.16)

Sumando las contenciones (2.15) y (2.16) se tiene

Bys = Bas(yo) — yo € T(BY) + T(B{) = 2T(B{"), (2.17)

de donde se obtiene directamente (2.14). Por el Lema 6 esto concluye la demostracion
del Teorema del Mapeo Abierto. |

Ahora probaremos el resultado pendiente.

Demostracion (del Lema 6):
Se deja para el lector. |

2.3.3. Operador adjunto

Este concepto es una generalizacion de la idea de matriz transpuesta. En general X y
Y denotaran espacios de Banach.

Definicion 9 Dado un operador T € L(X,Y), se define el operador adjunto T* :
Y* — X* por
T*g=goT (2.18)

para cada g € Y.
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Proposicion 7 Para cada T € L(X,Y), existe un tnico operador adjunto T* €
L(Y*, X*) definido por (5.18). Ademds se tiene

| T ey x=) = 1Tl cexv)- (2.19)

Demostracion:

Al estar definida como composicion de funciones continuas y lineales, se tiene que T™*g
define una funcién continua y lineal en X, es decir T*g € X*. Ademas se tiene, para
cada x € X,

(T g)x| = lg(Tx)| < llgIT]]l;

de donde se tiene
1T=gll < gl (2.20)

para toda g € Y*.
Ademas, de las propiedades de composicion de funciones se tiene que T definido por
(5.18) es una funcion lineal en g, lo cual junto con (2.20) implica que 7% € L(Y™*, X*)

Y que
17 < [Tl (2.21)

Por otra parte, para cada z € X, del Teorema de Hahn-Banach (Corolario ??), tenemos
que existe g, € Y* tal que ||¢g.|| =1y g.(Tz) = ||Tx|y. Por lo tanto, para cada x € X
con ||z|| <1 tenemos

1Ty = gu(T)
< sup{|g(Tz)| : [lg] <1}
= sup{[(T"g)x| - [lg]| <1} (2.22)
< sup{[|T"g[ - flgll <1}
=[],

de donde se obtiene ||T'|| < [|T*||, que junto con (2.21) concluye la demostracion. W

Observacion 1 Se tiene entonces

9(Tz) = (T"g)x

para todo v € X, g € Y*. En la notacion del producto en dualidad, esto se escribe
como

<gﬂTx>Y*,Y = <T*97I>X*,X‘

Observacion 2 En el caso particular que X, Y son espacios de Hilbert se tiene T €
L(Y,X), con
<97 Tx>Y = <T*g> x>X

para todox € X, g€ Y.
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Ejemplo 11 Denotamos x € (% por x = {x,} = (1, T2, ...). Definimos los operadores
er = (0,1‘1, Lo, .. ')7

Six = (9, x3,...),

llamados shift derecho y shif izquierdo respectivamente. Es evidente que tanto S, como
S; son operadores lineales en (2. Dados x,y € (2, notar que

(Srz,y)ee = anynﬂ = (z, Siy)e

n>1
luego (S,)* = S;. Mds ain, como ||S,|| = 1, del Teorema 7 se tiene que ||.S;|| = 1.

Proposicion 8 Se tiene

N(T") =R(T)*

N(T) = “R(T")
Teorema 9 FEl operador T es a rango denso st y solo si T* es inyectivo.

Demostracion:
Primero, veamos que de las proposiciones 5 y 8 se tiene que

TN(T) = H(R(T)Y) = R(D). (2.23)

(=) Si T es a rango denso, de (2.23) se tiene que *N(T*) =Y, y entonces la Propo-
sicién 6 implica
N(T*) € CN(T")- =Y~ ={0}.
Entonces N (T*) = {0}, es decir T* es inyectivo.
(<=) Si T* es inyectivo entonces *N(T*) = +{0} = Y, y de (2.23) se deduce que

R(T) =Y. |

Teorema 10 FEl operador T es sobreyectivo si y solo si existe C' > 0 tal que

. (2.24)

v < T

gl
para toda g € Y.

Demostracion:
(=) Por el Teorema del Mapeo Abierto (Teorema 7), existe § > 0 tal que 6BY C
T(B;%), de donde se tiene

1T g

x- =sup{[(T"g)z| : [|=| <1}
= sup{lg(y)| : y € T(B")}
> sup{|g(62)| : z € B }
= d|lg|

(2.25)

Y*



34 CAPITULO 2. TEOREMAS CLASICOS DEL ANALISIS FUNCIONAL

para toda g € Y*. Entonces se cumple (2.24) con C' = 1/6.
(=)
Probemos primero que existe § > 0 tal que

BY c T(BYX). (2.26)

Para esto, tomamos yo ¢ T(B;%). Dado que este es un convexo cerrado, por el Teorema
de HB existe g € Y* tal que

9(y) <1< g(wo)

para cada y € T'(B;X). Como este conjunto es simétrico respecto al origen y ¢ es lineal,
se tiene que

l9(y)] <1 < g(yo) (2.27)

para cada y € T(B;%). En particular se cumple que
[(T7g)x| = [g(Tz)| <1
para todo x € Bi%, de donde se obtiene
I1T*g||x~ < 1. (2.28)

De la hipotesis (2.24) y de (2.28) se deduce que

lglly~ < C. (2.29)

De la segunda desigualdad de (2.27) y de (2.29) se sigue que

1 < g(yo) < llglly-llwolly < Cllwolly,

es decir que yo ¢ BY con § = 1/C. Por lo tanto se cumple (2.26). Esta contencion y el

Lema 6 implican que
BY C T(B;). (2.30)

Finalmente, no es dificil ver que (2.30) implica la sobreyectividad de T'. En efecto, dado
y €Y, se tiene

5 Y X
% _y e BY c T(BX),
oY € B 1B

de donde existe z € B;¥ tal que

)
= oY
2|yl

T (2”<5ny) _y

Tx

de donde

Por tanto 1T es sobre.
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2.4. Problemas de certamenes

Ejercicio 6 (P1 C1 2016-1) Demuestre el teorema de Krein-Milman.

Teorema de Krein-Milman. Sea X un espacio vectorial normado, K C X un con-
Junto compacto convero y denotemos por E al conjunto de puntos extremos de K.
Entonces se tiene K = conv(FE). Es decir, K es la cerradura del menor convexo que
contiene a sus puntos extremos.

Para probarlo, proceda como sigue: Sea P la coleccion de conjuntos extremos cerrados
de K. Para cada A C X, f € X*, denotamos Ay == {z € A: f(x) = méx,ca f(2)}

(Af =0 si el mdzimo no se alcanzara,).
(1) Pruebe que dados f € X* y S € P, entonces Sy € P.

(2) Sea S € P y considere la coleccion Py de conjuntos extremos cerrados contenidos
en S. Entonces existe una subcoleccion totalmente ordenada y maximal 2 C Py.
Tomar M = (\peqT. Pruebe que M contiene un solo punto. Deduzca que todo
S € P contiene algin punto extremos de K.

(3) Sea H = conv(E). Pruebe que H C K, y que SN H # () para todo S € P.

(4) Suponga que existe xg € K \ H; pruebe que existe f € X* tal que K; N H = ().
Concluya la demostracion del teorema de Krein-Milman.

Demostracion:

(1) Sea f € X*y S € P. Dados z,y € K, t € (0,1) tal que tz + (1 —t)y € Sy, se
tiene tr + (1 —t)y € Sy f(tx+ (1 —t)y) = méx,cs f(z). Como S es extremal se tiene
x,y € S. Luego

f(@), fy) < méx f(2)

z€S
pero

(I=t) mdx f(2) > (1-1) f(y) = méx f(z)—tf(2) = méx f(2)—t méx f(z) = (1—1) mix f(2)

dado que (1 —1¢) #0 (> 0)
max f(z) = f(y)

z€S

y andlogamente

méx f(2) = f().

z€S
Por lo tanto z,y € Sy. Del hecho

Sp=f"" ({mgg f (Z)})

sigue que Sy es cerrado por ser preimagen de un conjunto cerrado (pues en R el sin-
gleton es cerrado) bajo una funciéon continua. Por consecuencia Sy € P.
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(2) Consideremos la coleccion P parcialmente ordenada por la inclusion de conjuntos.
Por el Principio Maximal de Hausdorff existe una subcoleccion €2 totalmente ordenada
y maximal en P;.

Sea M = (\pcq T Seat € (0,1),site+(1—-t)y € M conx,y € K entonces tox+(1—t)y €
T para todo T' C €2 y dado que cada T es extremo, z,y € T para todo T" C (2, i.e.
x,y € M por lo cual M es un conjunto extremo. Siendo ) maximal, se tiene que
M € Q. Ahora, dado que M es interseccion de cerrados contenidos en un compacto,
el mismo M es compacto, el cual es no vacio, pues los conjuntos no vacios 71" estan
ordenados y tienen al menos un punto en comun. Si f € X*, entonces My es no vacio,
pues M es compacto, el cual a su vez es cerrado y extremo, por lo que M C My. Sean
z,y € M distintos, por aplicaciéon estandar del Teorema de Hahn-Banach, existe un
funcional f € X* tal que f(x) # f(y) (en efecto, X* separa puntos), luego x,y € Mg,
esto es,

fla) = mix f(=) = f(y).

Esto ultimo es una contradiccion, luego x = y y dado que M # (,el conjunto M con-
tiene s6lo un punto. La conclusion de que todo S € P contiene un punto extremo de
K es clara por construccion.

(3) Definir H = conv(FE). Puesto que £ C K por definiciéon, y K es un conjunto con-
vexo, tomando conv(-) se tiene que H = conv(E) C K. Tomando cerradura, como K
es compacto, se tiene H C K.

Por el inciso (2) sabemos que todo S € P contiene un punto extremo de K, i.e.
SNE # 0, sigue que SN H # ().

(4) Suponga K # H. Entonces existe 1o € K\ H, como {2} es cerrado convexo y H es
compacto convexo, y ademés {zo} N H = ), por Teorema de Hahn-Banach en su forma
geométrica, existe un hiperplano cerrado que separa estricamente a ambos conjuntos,
i.e. existe f € X* y o € R tal que para todo v € H

fla) <o < f(zo) = f(z) < a <mdx f(2)
ze
lo cual se traduce en que Ky N H = (), y puesto que K § €s un conjunto extremo y

cerrado, se obtiene una contradicciéon por el inciso (3). Se concluye que H = K.

Ejercicio 7 (P3 C1 2016-1) Sean X = (*(N) y A: D(A) C X — X definido por
D(A) = {z = {zn}nen € X 1 Y n|z,| < o0}

neN

Az = {nx,}
para cada © = {x,} € D(A).
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1. Pruebe que A estd densamente definido.

2. Determine D(A*), A* y D(A).

Demostracion:

1. Debemos probar que D(A) es denso en (!(N). Sea z € (}(N) y definamos para
cada N € N yV = {yN},en por

Tp, NN
yiVZ{ :

0, n>n
Entonces
N N N
S onlyY =D nly < NY N =N faa] < Njzllog < oo
neN n=1 n=1 n=1

por lo que yV € D(A) para todo N € N. Ademés

Hx yN”Kl(N) — E ‘xn yiv‘ = E ’xn’ N > 0
—00
neN n>N+1

por lo cual {y™}yen C D(A) converge a x € (1(N) y se concluye que D(A) es
denso en (!(N).

2. Por definicion, para y € £*°(N) se tiene y € D(A*) si y solo si

S v

neN

Probaremos que D(A*) = {y € (*°(N) : existe C' > 0, nl|y,| < C ¥n € N}.

< Cllzam Yz € D(A). (2.31)

(D) Sin|y,| < C para todo n € N entonces

S g

neN

< Zn|yn||xn| < OZ 2] = Cllzl|e vy

neN neN

(C) Seay € D(A*) y definimos para cada m € N z = {x,} por
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Por (2.31) tenemos m|y,,| < Cl|z|/sw) = C para todo m € N.

Ahora, claramente A*y = {ny,} € (> Vy € D(A*).

Por altimo, notar que D(A*) C co, esto es, y, — 0 para todo y = {y,} €
D(A*). Afirmamos que D(A*) = ¢y. En efecto, si z = {z,}nen € ¢o, para

cada N € N definir
yi\, _ {xn, n<N

0, n>n
de donde {ny,}, € £*(N), por lo que y" = {yN}, € D(A*) y ademés

ly"™ — zlloo = sup [20] ——0
n>N N—o0

esto es, y¥ — z en (*°(N) de donde se sigue la afirmacion.

Ejercicio 8 (P3 C1 2017-1) Sean X,Y espacios de Banach yT € L(X,Y). Demuestre
que T : X — Y es biyectiva si y solo si T* : Y* — X* es biyectiva, siguiendo las
indicaciones

1. Para demostrar (=), pruebe primero que para todo par S € L(X,Y), T €
L(Y,Z) se tiene (ST)* = T*S*. Concluya.

Para probar la parte (<)
1. Pruebe que existe § > 0 tal que §Bx+« C T*(By~).
2. Demuestre | Tx| > d||z| para todo x € X.
3. Deduzca que T es inyectivo y que su rango es cerrado.

4. Concluya.

Demostracion:
Si T es biyectiva, se ve que

Ix- =I5y = (T7'T)* = T*(T™ 1)
Iy- = I} = (TT Y = (T~ YT,

Lo anterior implica (T*)~! = (T~')*. En particular se tiene que T* es biyectiva.
Suponer T™ biyectiva. Sea satisfacen las hipdtesis del Teorema del Mapeo Abierto sobre
T, luego existe o > 0 tal que

0Bx+ C T*(By*)
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Notar que para toda g € By- se tiene T*g € T*(By+) D 0Bx~. Dado z € X, por
corolario de Hahn-Banach

[Tx|| = sup [¢(Tz)] = sup |h(z)| =0 sup |[h(x)] = of|x]. (1.1)

9EB; hesByx REB xx

Si Tx = 0 de la desigualdad (1.1) claramente x = 0, luego T" es inyectiva. Ahora, si
Tx, — y, entonces {T'x,} es una sucesion de Cauchy, y de (1.1) se tiene

1
|Zn — Zm| < g”Txn — Ty

luego {x,} es de Cauchy, como X es Banach z,, — = € X y por tanto Tz, — Tx;
consecuentemente y = Tz € R(T), asi R(T) es cerrado. Para concluir, como 7™ es
inyectiva, por relaciones de ortogonalidad R(T") =Y, por lo anterior R(T) =Y, luego
T es sobreyectivo. Se concluye que T es biyectiva. |

Ejercicio 9 (P1 C1 2018-1)

1. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Demuestre que para cada f € X* existe
zo € X tal que [|zollx =1y f(zo) = || fllx~-

2. Sea X = C([-1,1]), con la norma del supremo. Definimos, para cada x € X,

flz) = /0 o(t)dt — /01 w(t)dt.

-1
Pruebe que f estd bien definida y f € X*.
3. Demuestre que |f(x)| < 2||z|x para todo x € X.

4. Pruebe que ||f||x- = 2.

5. Deduzca que X no es reflexivo.

Demostracion:

1. Si f € X*, por el Corolario del Teo HB para el evn X*, existe ¢ € X** tal que

lellx = 11fllx-, () = IfIIx-
Como X es reflexivo existe x € X tal que ¢ = J,, (en particular ||z||x = ||| x
por ser .J isometria), y por tanto f(z) = o(f) = [Ifl%- ¥ [zlx = [If]x--
Sea
1
Tg = ——1.
]l x
Entonces [lzo]lx =1,y f(20) = p f(@) = = 115 = [1fllx-
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2. Cada x € X es continua y por lo tanto integrable, por lo que f(z) esta bien

definida. Por ser la integral lineal, se tiene que f es lineal. Ademas, para cada

x € X se tiene
1
/ x(t)dt’
0

0 1
< / 2(8)|dt] + / 2 (t)dt < 2| x.
—1 0

<[ iw)dt\ ¥

(2.32)

de donde || f|

x+ <2

.Seax € X con x # 0 (es claro que f(0) = 0 = ||0||x). Entonces z(0) €

[—||z|lx, [|z||x], v éste es un intervalo no degenerado (i.e. tiene longitud posi-
tiva). Por tanto es cierto al menos uno de los dos casos siguientes

a) —||z||x < z(0), o bien
b) x(0) < [lz]x.

Supongamos el caso (i). Entonces existe § > 0 tal que
2(t) > —|lzllx

para todo t € [—0,d]. Como = es continua se deduce que

/Zx(t)dt > —d||z] x- (2.33)

Yy que

/nga)dt > —6]|z]|x. (2.34)

De (2.33) se deduce que

-5 1
f(x) > —0||=|x —|—/ x(t)dt —/ x(t)dt > =2||z| x, (2.35)
-1 0
y de (2.34) se deduce que
0 1
flz) <d||z|x +/ z(t)dt —/ z(t)dt < 2|z x. (2.36)
-1 s
Es decir, hemos probado que
[f ()] < 2[l]x-

La demostracion es aniloga se se cumple el caso (i).
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4. Del inciso anterior tenemos que || f||x~ < 2.
Por otra parte, para cada n € N definimos x,, : [-1, 1] — R por
1, —1<t<-1
wa(t) = { —nt, —p<t<g
-1, +1<t<1

Se comprueba directamente que x, € X, ||z,|lx =1,y f(z,) =2 — L.

n

Por tanto 2 — £ < || f||x+ para todo n € N. Se concluye que || f|x- = 2.

. Si f € X* esta dado en los incisos anteriores y ||zg]|x = 1, entonces

| (@o)| < 2[|zolla =2 = [|f]

X* .
Por el inciso (a) se tiene que X no es reflexivo.

. Si f € X* esta dado en los incisos anteriores y ||zo||x = 1, entonces

[f(zo)| < 2[|zoll. =2 =1

X*-.

Por el inciso (a) se tiene que X no es reflexivo.
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Ejercicio 10 (P2 C1 2018-1) Sean X, Y espacios de Banach, y T € L(X,Y). De-

muestre que son equivalentes:

Eziste C > 0 tal que ||z||x < C||Tz||y Vze X,

T € L(Y*, X™) es sobreyectivo.

Para esto, siga las siguientes indicaciones:
Para probar la parte ((2.38) = (2.37)):

1. Pruebe que eziste 6 > 0 tal que 6 Bx+ C T*(By~).

2. Demuestre que, para x € X, ||[Tx| = sup{(T*g)x : g € Y*,||g| < 1}.

3. Deduzca que ||Tz|| > dsup{h(x) : h € X*,||h|

x < 1}.
4. Concluya.
Para demostrar la implicancia ((2.37) = (2.38)):
1. Pruebe que T™' : T(X) — X estd bien definida y es continua.

2. Pruebe que T'(X) es un espacio de Banach.

(2.37)

(2.38)
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3. Sea p € X*. Pruebe que ¢ := po T~ definido en T(X), posee una extension
peyYr.
4. Concluya.

Demostracion:

1. Como T™* es sobreyectivo, por el TMA se tiene que es un operador abierto. En
particular 7*(By+) es un abierto que contiene al 0. Entonces existe 0 > 0 tal que

§Bx- = Bx+(0,6) C T*(By-).

2. Para cada x € X, por el Teorema de HB para Tx € Y se tiene que
[Txlly = sup{g(Tz) : g€ Y™, [[g]| <1}
=sup{(T"g)z : g € Y, [lg] < 1}

3. Por el inciso (a), para cada h € X*, ||h|
tal que 6h = T*y. Por tanto

dsup{h(z) : h € X* ||h|

x+ < 1 se tiene que existe g € Y*, [|g]| < 1

x- <1} <sup{(T"g)z : g € Y7, gl <1} = [[Tz])y,
donde la identidad se tiene por el inciso (b).

4. Por el Teorema de HB se tiene que sup{h(z) : h € X* ||h|
por tanto del inciso (¢) concluimos (2.37) con C' = .

x- <1} = [lz]lx ¥y

5. Por (2.37), si Tx = 0 entonces x = 0, de donde T es inyectiva, y por tanto
T : X — T(X) es una biyecciéon y entonces T-! : T(X) — X esta bien
definida.

Ademas, para cada y € T'(X) (entendido éste como un subespacio de Y') existe
una tnica z € X tal que Tz = y, de manera que, gracias a (2.37) se tiene

1T yllx = IT7(T2)||x = [[z]x < C|T=]ly = Clyly,
de donde se sigue que 77! es acotada con |77 zir(x),x) < C.

6. Como T es lineal, claramente 7'(X) es un subespacio vectorial de Y.

Probemos que es cerrado: Sea (yy,)neny C T'(X) una sucesion tal que y, -y € Y.
Entonces, para cada n € N, existe z,, € X tal que Tz, = y,,. Por (2.37) se tiene
que

[0 = Zmllx < Cllyn = ymlly

para todo n,m € N, y por tanto (z,),en es de Cauchy en X. Entonces existe
x = lim, .oz, € X. Por continuidad de 7' se tiene y = lim, _,oo T'x, = Tz, es
decir y € T'(X). Por tanto T'(X) C Y es cerrado.

Como Y es completo, se concluye que T'(X) también lo es, y por tanto es espacio
de Banach.
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7. Tenemos que @ es un funcional lineal, y por (e) se tiene que es continuo en 7'(X)
(con [|@]|rx)+ < Cl¢||x+). Por el Teorema de HB, posee una extension ¢ € Y*.

8. Probaremos que T™ es sobreyectivo: Sea ¢ € X*. Definamos ¢ € Y* como en el
inciso anterior. Entonces, para cada x € X se tiene

(T"@)x = @(Tx) = §(Tx) = (p o T7')(T) = p(z),

es decir, T*p = ¢. Por tanto T™ es sobreyectivo.

Ejercicio 11 (P3 C1 2018-1) Sea X wun espacio vectorial normado, y M C X un
subespacio cerrado. Se define el espacio cociente X/M como el conjunto de clases de
equivalencia de la relacion y ~x siy —x € M, con la norma

[f]l} = mt{{lz —m] : m e M}.

Considere ahora M*, subespacio cerrado de X* y el correspondiente cociente X*/M=.
Demuestre que

L] — flum

define un isomorfismo isométrico entre el cociente X*/M* y el espacio dual M*.

Demostracion:
Sea H : X*/M~+ —— M* dada por H([f]) = f|u. Demostremos primero que H esté
bien definida y es lineal.
Si fi, f» € X*, entonces [f1] = [fo] si y solo si fi — fo € M1, esto es fi = fo + g, con
g € M+, luego
Nl = (f2+ 9)lu = folmr + glu
Como g € M, se tiene que g|y = Opy-.
Por lo tanto, si [fi1] = [f2] se tiene que H([f1]) = H([f2]), luego H esté bien definida.

La linealidad de H es directa de la definicion de suma y ponderacién por escalar en
X/M. En efecto, dados [f],[g] € X*/M*+ y X € R, se tiene [f] + A[g] = [f + Ag], luego

H([f1+ Mgl) = H([f + Ag]) = (f + Ag)la = [l + Aglar = H([f]) + AH ([g]).

Demostremos que H es inyectiva: Si f|y = H([f]) = 0, entonces f(x) = 0 para todo
x € M, lo cual significa que f € M+ y por tanto [f] = 0.

Demostremos que H es epiyectiva. Sea g € M*, por consecuencia del Teorema Analitico
de Hanh-Banach, existe f € X* tal que f|y = g, luego

H([f]) = flu =g,
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y se concluye que H es una biyecci’on.

Demostremos que H es una isometria (y en particular, es continua).
Tomemos h € M=, entonces para toda y € M tal que ||y||x < 1 se tiene

[F @)=+ <] = hllx-,

de donde
I flarllar= = sup{|f()] : y € M, |lyllar <1} < |If — hllx-
Tomando infimo sobre M+ tenemos
1 fallare < mE{||lf = Bllxe = he MY = |[f]lx/nees

luego

IE (Dl < LA

Demostremos ahora que |[|[f]|| < [[H([f])||. Denotemos por g := f|us, como g € M*,
por consecuencia del Teorema Analitico de Hanh-Banach, existe f € X*, tal que

7|M =9y ||?| x = [|gllar-
Entonces
1flarllae = 1l = IF = Ol > mf{[[f = Rllx- : b€ M} = [I[f]llxear-
Es decir, _
DI = LA
Observemos que f — f € M*, luego [f] = [f], por lo tanto
IH (DI = LA
Hemos demostrado que H es una isometria. [ |

2.5. Ejercicios

Ejercicio 12 1. Sean X un subespacio vectorial cerrado propio (i.e. contenido es-
tricamente) en un espacio normado N y & € N\ X. Si § := d(§, X), entonces
existe f € N* tal que

IfIl =1 f&) =6y flx=0

2. Utilice el resultado anterior para dar una demostracion alternativa del Corolario

/.



Capitulo 3
Topologias débiles

En general, en un espacio vectorial normado, un conjunto cerrado y acotado pueden no
ser compacto. Por ejemplo, si X = (2, el conjunto C' = {e, }nen (la base canénica) es
un conjunto infinito discreto, cuyos elementos son vectores unitarios. Esto muestra el
contraste con la propiedad de compacidad en R™. De hecho veremos a continuaciéon que
los tinicos espacios vectoriales normados en los que la bola unitaria cerrada es compacta
son justamente los espacios de dimension finita.

Lema 7 (Lema de Riesz) Sean X un evn, y M C X un subespacio vectorial cerrado
propio. Para todo n < 1 existe x € X tal que

|lzllx =1, dist(x, M) > n.

Demostracion:
Seay € X\ M (que existe por hipotesis). Como M es cerrado se tiene d := dist(y, M) >
0. Entonces, por definiciéon existe mg € M tal que

1

Denotamos r = |ly — mol|x, y definimos

1
T = ;(y —mg).

Entonces claramente se tiene ||z||x = 1, y no es dificil probar que dist(x, M) > n. En
efecto, para cualquier m € M se tiene

r—m= %(y—mo—rm). (3.1)

Como M es un subespacio vectorial, se tiene mg + rm € M, y por tanto
lly — mo — rml|x > dist(y, M) =d (3.2)
De (3.1) y (3.2) obtenemos

d
o= milx 2 5 > n,

45
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de donde se concluye que dist(z, M) > n.
|

El siguiente resultado muestra que en un espacio de dimension infinita, la bola unitaria
cerrada no es compacta.

Teorema 11 (Riesz) Sea X un evn tal que BX es un conjunto compacto. Entonces
X es finito-dimensional.

Demostracion:

Supongamos que X no tiene dimension finita. Esto significa que para todo conjunto
finito F' C X se tiene (F) # X. Por tanto podemos tomar z € X \ (F') y asi (F'U{z})
es tambien un subespacio propio de X, de dimension finita y que contiene propiamente
a F.

Aplicando este razonamiento de manera inductiva, se obtiene una sucesion de subes-
pacios vectoriales {X,, },en, cada uno de dimension finita (y por tanto cerrado), tales

que

Xn C Xn+1

para todo n € N.
Del Lema de Riesz en X, 11 se sigue que existe z,, € X, 11 tal que dist(z,, X,) > 1/2
v |lzn|lx = 1 para toda n € N. Entonces se tiene, si m < n, que z,,, € X,, C X1y
por tanto

|z — Tmllx > dist(x,, Xp—1) > 1/2.

Es decir, {x,} C B;iX no posee subsucesiones convergentes, de donde se concluye que
B no es un conjunto compacto. [ ]

Podemos observar que si se tienen dos topologias en el mismo espacio, una contenida
en la otra, en la topologia méas pequena habra mas posibilidades de tener conjuntos
compactos. Esto nos lleva estudiar, en un espacio vectorial normado X, otras topologias
con menos abiertos que los definidos por su norma, pero que sigan haciendo continuos
a los elementos de X*.

3.1. Topologias generadas por un conjunto de funcio-
nes

Sea X un conjunto, sean Z un espacio topologico, y sea ® = {y, : a € A} una
coleccion de funciones
Yo X — Z.

Buscamos una topologia para X que haga continua a cada funciéon ¢,. Por supuesto,
una soluciéon trivial seria definir la topologia discreta: en tal caso cualquier funciéon



3.1. TOPOLOGIAS GENERADAS POR UN CONJUNTO DE FUNCIONES 47

es continua. Por supuesto, nos interesa construir una topologia no trivial, por o que
definiremos la topologia mds pequena (es decir, con menos abiertos) con tal propiedad.

Por la defincion de continuidad de funciones, es claro que la topologia en cuestion debe
contener los conjuntos de la forma ¢ ' (U) para todo U C Z abierto. Es decir, debe
contener a la coleccién

So = {¢, (U) : U C Z es abierto,a € A}. (3.3)

De hecho, tal contencién es también suficiente: si una topologia contiene a Sg, en-
tonces las funciones ¢, son continuas. Hemos transformado el problema original al de
determinar la menor topologia que contiene a la coleecion Sg.

Lo que haremos a continuacion es desarrollar un procedimiento para definir una topo-
logia generada por una coleccion arbitraria de conjuntos, y la aplicaremos a la colecciéon
definida por (3.3).

Dada una coleccion S de subconjuntos de X, una topologia debe contener a las in-

tersecciones de cualquier numero finito de elementos de S, por lo que resulta natural
definir:

B::{ﬂGj:Gjes ijl,...,n,neN}. (3.4)

j=1
También debera contener a las uniones de elementos, por lo cual definimos

T::{UBazBaeB vaer}. (3.5)
aecl’

Proposicion 9 OBS: Para cualquier coleccion S C P(X), la coleccion T definida
en (3.5) es una topologia en X, siempre y cuando se tome la convencion que una
interseccion de una coleccion vacia resulta el conjunto completo X (y una union de
una coleccion resulta ). Si & = Se, definida por (3.3), entonces T definida en (3.5)
es una topologia en X, y es la topologia mds pequena para la cual todas las funciones
Yo Son continuas. Esta topologia serd denotada por T (X, ®).

Demostracion:

Por construccion 7T es cerrada bajo uniones arbitrarias. Se prueba, usando induccion
(EJERCICIO), que también lo es bajo intersecciones finitas.

Por otra parte, si S esta definido por (3.3) y U C Z es abierto, por construccion se
cumple ¢ ' (U) € S C T, por lo que ¢, es continua para toda a.

Finalmente, si 7; es una topologia en X para la cual toda ¢, es continua, entonces
S C Ti, de donde obtenemos B C 77 y por tanto T C Ti. [ |

Observacion 3 Comentar la definicion de bases y subbases de topologias.

Proposicion 10 Sea & una coleccion de funciones de un conjunto X en un espacio
topologico Z. Si T = T(X,®) es la topologia generada por ®, y {z,} C X es una
sucesion, se tiene

z, > xen (X, T) <= o, —pl®) en Z Ype d.
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Demostracion:

(=) Directo de la continuidad.

(<) Sea V € T tal que x € V. Probaremos que existe N tal que z, € V para todo
n > N.

Por definiciéon de T, existen m € N, aq,...,a,, € Ay Uy,...,U,, C Z abiertos tales
que

r€B = ¢, (U;)CV
j=1
entonces ¢, (x) € U; para cada j.
Por hipotesis, existe N; tal que ¢, (z,) € U; para todo n > Nj, para cada j.

Tomamos N = max{Ni,... Ny}, y obtenemos que ¢, (x,) € U; para todo n > N,
para cada j, de donde

T, € B:= ﬂ gO;],l(Uj) cV

j=1
para todo n > N. [ |

3.2. Topologia débil en un espacio vectorial normado

Definicion 10 Si X es un espacio vectorial normado, denotaremos topologia débil
en X a la topologia T (X, X"). Es decir, la generada por la coleccion de funcionales
lineales continuos en X.

Una propiedad importante de una topologia es la de ser Hausdorff (o separar puntos).
Las topologias débiles tienen esta propiedad:

Proposicion 11 La topologia T (X, X*) es Hausdorff.

Demostracion:

Usar HB. ]
Dada una sucesion {z,} C X, denotaremos z,, — x en T (X, X™*) por
T, — T,

y direcmos que {x,} converge débilmente en X al limite x.
Entonces por la Proposicion 77, se tiene que

T, =~ x <= f(z,) — f(x) enR Vfe X"

En las siguientes proposiciones analizaremos las principales propiedades de la conver-
gencia débil de sucesiones.

Proposicion 12 Si x,, — x en X, entonces x,, — x.
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Demostracion:
Se tiene directamente por continuidad. |

Ejemplo 12 Si X = (2, se muestra que la sucesion candnica {e,}nen C X no posee
subsucesiones convergentes en X, y converge débilmente a 0.

Proposicion 13 Si x,, — = entonces {x,} es acotada en X, y se tiene

||| < lminf |a,]]. (3.6)
n—o0

Demostracion:

Por hipotesis tenemos que f(z,) — f(z) paratodo f € X*. Si consideramos el conjunto
B = {x,}nen C X, se tiene en particular que f(B) = {f(z,)}nen C R es acotado para
todo f € X*. Por el Teorema de Banach-Steihauss (Corolario (?77)) se tiene entonces
que B es acotado.

Por otra parte, para toda f € X* se tiene

()| <[]

X* I’nHX,

de donde

F@)] = lm [f()] < |1f

lo cual implica, usando el Teorema de Hahn-Banach (Corolario ??), que

lellx = sup{|f(2)| : f e X" f]

x+ liminf ||z, x,
n—oo

x+ <1} <liminf ||z, || x-
n—oo

Proposicion 14 Si {f,} C X* tal que f, — f en X*, y x, — x, entonces f,(r,) —
f(z) en R.

Demostracion:
Por la Proposicion anterior existe C' > 0 tal que ||z, ||x < C para toda n € N, de donde

() = f(@)] < [faln) = flan)| + |f(2n) = f(2)]
< [ fn = fllxellenllx +1f (z0) — f(2)] (3.7)
< Cllfn = fllx= +1f(2a) = fl2)] = 0.

Teorema 12 Sea X un evn, y C' C X un subconjunto convexo. Entonces C es cerrado
sty solo si es cerrado débil.
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Demostracion:
Una implicancia es directa, la otra usar HB para tener una vecindad débil que no

intercecta el convexo cerrado fuerte C.
[ |

Corolario 11 (Mazur) Si {z,} C X es una sucesion débilmente convergente a x €
X, entonces x es limite de combinaciones lineales convezas de elementos de {x,}.

Examinaremos ahora si la topologia débil puede coincidir con la topologia de la norma.
En el ejemplo ?? vimos que la tologia débil de £? es estrictamente menor a la topologia
de la norma. Veremos en seguida que esta es la situacion general en los espacios de
dimensién infinita.

Para esto, observemos que para todo conjunto abierto débil U y cada xzy € U, existen
neN, fi,..., fn € X*ye >0 tales que si denotamos

Vo, {f;}.e) ={r e X : |fij(x—z0)|<e Vj=1,...,n},
entonces se tiene x € V(zo, {f;},e) C V.

Proposicion 15 Sea X un evn de dimension infinita y V una vecindad débil del 0.
Entonces V' contiene algin subespecio vectorial no trivial de X.

Demostracion:
Por hipotesis existen n € N, f1,..., f, € X* y e > 0 tales que

V(07 {fj}7€> cV.

Definimos entonces ¢ : X — R™ por p(z) = (fi(z), fa(x),..., fu(z)). Si ¢ fuera
inyectiva, tendriamos X isomorfo al subespecie p(X) C R", lo que implica que X es
de dimensién finita, contrario a la hipotesis. Por tanto ¢ no es invectiva, de donde
ker(¢) # {0}. Por construccion se tiene que x € ker(y) implica que f;(x) = 0 para
todoo j = 1,...,n, de donde concluimos que

ker(g) C V(0,{f;}.6) C V.

Es decir, V' contiene al subespacio vectorial no trivial ker(yp). |

Visto hasta aqui el LUNES 16 ABRIL 2018.

Dado que existen abiertos de la topologia de la norma que no contienen subespacios
no triviales (por ejemplo, cualquier bola abierta B, con r > 0), podemos asegurar que
las topologias fuerte y débil siempre son distintas. Es decir, hemos probado:

Corolario 12 §i X es un evn de dimension infinita, entonces la topologia débil es
estrictamente mds pequena que la topologia de la norma.
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Ejemplo 13 Si X es de dimension infinita, la topologia débil de X no puede ser ge-
nerada por norma. Si o(X, X*) fuese generada por una norma |||, entonces la bola
abierta By« (0,1) seria un abierto que contiene un subespacio vectorial V no trivial
(pues X es de dimension infinita). Lo anterior no es posible pues si x € By (0,1)NV
con ||z||) = 1/2, entonces 4x € B)j»(0,1), lo que es un absurdo pues ||4z|" = 2.

Ejemplo 14 Sean X = ¢* y {e,} C (' definida como la base candnica. Es fdcil ver
que esta sucesion no posee subsucesiones convergentes.

Ejemplo 15 Sean X = (', {z,} C ', x € (*. Se puede demostrar que
T, — T = 1, = T

En efecto, en general convergencia fuerte implica convergencia débil. Se deja la otra
implicancia de TARFA.

Este resultado nos dice que, en (', las convergencias fuerte y débil coinciden. Esto
no representa una contradiccion con el resultado anterior, dado que una topologia no
necesariamente estda determinada por la convergencia de las sucesiones. Este es el caso
de la topologia débil, que en general no es metrizable .

Proposicion 16 Si X es un ven de dimension finita, entonces la topologia débil coin-
cide con la topologia inducida por la norma.

Demostracion:

Suponer X de dimension n. Para todo € X se tiene x = Y " | x;¢; donde {e;} es base
de X, con esto, considerar la proyeccion m; € X* definida por m;(z) = x;. Dado zy € X
y € > 0, basta ver que B* en norma del maximo pertenece a la topologia débil, pues
todas las normas son equivalentes en dimension finita. Se tiene

Bi.(x0,6) = {z € X : ||z — o]l < €}
={reX: |r;,—zyul <e Vi=1,..,n}
= {x € X :|m(r—uz0)| <e, Vi=1,..,n}

—ﬂﬂ (Br(o,€))

Luego la bola en la topologia fuerte es interseccién finita de bolas en la topologia débil,
ast BX € o(X, X*). Como la topologia débil es mas gruesa que la topologia fuerte, se
concluye que ambas coinciden en el caso de dimension finita. |

3.3. Topologia débil—x de X*

Definicion 11 (Topologia débil—x) Si X es un evn y X* su espacio dual, denota-
remos por topologia débil—x en X* a la topologia T (X*,{J;}rex)-

Es decir, es la menor topologia que hace continuas a todos los funcionales evaluacion
Jp en X*. Serd usualmente denotada por T (X*, X), dada la identificacion usual entre

X y J(X).
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Observacion 4 FEs directo ver que la topologia débil—x separa puntos en X*: Si f1, fo €
X* con fi1 # fa, entonces existe vog € X tal que fi(xg) # fo(o), es decir Jp(f1) #
Juo(f2). Porlo tanto T (X*, X) es Hausdorff (ver Observacion ?? ), y por tanto el limite
de sucestones es unico.

De esta manera, dado que J(X) C X*, por construcciéon tenemos que la topologia
débil—x esta contenida en la topologia débil de X* (que corresponde a T (X*, X*)).
Si X es reflexivo (es decir, si J(X) = X), estas dos topologias de X* coinciden. Si
{fn} C X* f € X*, denotaremos f,

Ejemplo 16 Sea X = ¢y, con lo que X* = (*. Determinaremos el limite débil—* de
(en): Sty = (yn) € co, entonces

o0

<€n7 y>gl760 == Z@n(k)yk = UYn — 0.
k=1

Es decir, {e,} C ' converge a cero en la topologia débil—x.

Ejemplo 17 Sea X = ¢y := {z = {z,} € [® : limx, = 0}. Denotemos por {e,} la
sucesion definida por e, = (0,...,1,...,0,...) (es decir e¥ = 0y, base estindar ya sea de
X, X* o X**). A continuacion mostraremos las siguientes afirmaciones.

(1) {e.} converge débilmente en X a cero y no converge fuertemente.
(2) {e,} converge débil-+ en X* y no converge débil ni fuertemente.

(8) Si sp =) 4sn ek para cada n € N, entonces {s,} converge débil-+ en X** y no
converge débil ni fuertemente.

Demostracion:
Es un hecho que X* = [} y X** = [,

(1) Dado z € I' se tiene que z,, — 0 por convergencia de series. Luego (x,e,) =
r, — 0, siendo x arbitrario, se tiene que e, — 0.
Paran # k, |le, —ex| = 1, luego {e,} no es de Cauchy, y por tanto no converge.

(2) Consideramos x € X, claramente (e,,x) = x, — 0, luego e, —* 0, pues la
convergencia débil-x corresponde a la convergencia puntual de funcionales.

Paran # k, |le, —ex| = 2, luego {e,,} no es de Cauchy, y por tanto no converge.
Consideramos y = {1},enr € X, luego (y,e,) = 1, por lo que e, no converge
débil en X.

(3) Dadoy € I', se verifica que Y, |yn| < 00 = 37 -1 [ya] — 0. Afirmamos entonces
(Sn,y) — 0; en efecto

Zyk

k>n

<D lyel = 0.

k>n

[{sn, )| =
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Siendo y arbitrario, se tiene que s, —* 0 en X**.

Consideremos ¢ = {x = (x,) € [* : Jlimx,} < [* y definamos el funcional
f: ¢ — R dada por f(z) = limz, el cual es claramente lineal y acotado pues
|f(z)| < supgsi{zx} = ||z|. Siendo la normal un subfuncional lineal, sigue por
aplicacion estandar del Teorema de Hahn-Banach existe F € (I°°)* extension de
f. Notar que F(s,) = f(s,) =1 para todo n € N, por lo cual (s,), no converge
débil, pues de hacerlo, deberia ser 0 su limite.

Notar que ||, 41 — sp|| = 1 por lo cual la sucesion no es de Cauchy, sigue que no
converge fuerte.

Observemos que para todo conjunto abierto débil—x U C X* y cada fy € U, existen
neN, z,...,x, € X ye >0 tales que si denotamos

V(fodzhe) ={fe X" |(f = fo)(zj) <e Vj=1,...,n}
entonces se tiene x € V(zo, {f;},e) C V.

Visto hasta aqui el MIERCOLES 18 ABRIL 2018.

Proposicion 17 Sean X un espacio vectorial y F un espacio vectorial de funcionales
lineales en X. St una funcional lineal ¢ : X — R es continua en T (X, F), entonces
peF.

Para demostrar este resultado, necesitamos primero:

Lema 8 Sean Z un espacio vectorial y ¢, p1,...,pm funcionales lineales en Z tales
que para cada z € Z se tiene

op(2) =0 Vk=1,...m = ¢(z)=0.

m
Entonces existen Ay, ..., \,, € R tales que p = Z Dk -
k=1

Demostracion:

Definimos F : Z — R™! por F(z) = (0(2),01(2),02(2), ..., 0m(z)). Entonces F
es una funcion lineal, y por tanto F'(Z) es un subespacio vectorial de R™"! y en
particular es convexo. Ademés, por hipotesis se tiene que tal conjunto no contiene al
punto zg := (1,0,...,0) € R™*L.

Por la version finito-dimensional del Teorema de Hanh-Banach (ver Corolario 77), se
deduce la existencia de g € R™™! y de o € R tales que

g-ro<a<g-F(z) VzeZ
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Es decir, si g = (Ao, A1, ... .Am), que
Ao << Xop(2) + ) Megr(z) Vz € Z. (3.8)
k=1

De (3.8), tomando en cuenta la literalidad de las funciones ¢, ¢y, se deduce (analoga-
mente a la demostracion del Teorema ?7), que

Ao (2) + Z Mepr(2) =0 VzeZ
k=1

y que Ag < 0, con lo que concluye la demostracion. |

Demostraciéon (de la Proposicién 17):
Dado que 0 € ¢~ (—1,1), y este es un abierto débil, existe una vecindad bésica V de
la topologia T (X, F) tal que

0eV Cel(-1,1).
Por definicion de T (X, F), existen m € N, ¢1,..., ¢, € F y € > 0 tales que
V=V(0,{pr},e) ={z e X : |filx)]<e Vk=1,--- ,m},

y en particular se tiene (\ker(py) CV C ¢~ (—1,1).

Entonces, si x € [ ker(yx), como este es un subespacio, se tiene Az € [ ker(¢y) para
todo A € R, y por tanto |p(Ax)| < 1 para todo A € R, de donde se sigue que x € ker(yp).
Es decir, hemos probado que [ker(ypr) C ker(¢). Del Lema anterior obtenemos que

@:Z@kE}—- [ |
=1

Proposicion 18 Sean X un espacio vectorial, F un espacio vectorial de funcionales
lineales en X y ¢ : X — R un funcional lineal. Si el hiperplano H = {z € X :
o(x) = a} es cerrado en T (X, F), entonces p € F.

Demostracion:
Se deja como ejercicio. Seguir las siguientes indicaciones:

1. Pruebe que existe o € X \ H, y V abierto en 7 (X, F) tal que V C X \ H.
2. Demuestre que podemos asumir (s.p.g.) que ¢(x) < « para toda = € V.

3. Sea W =V — xy. Demuestre que W = —W y que existe § > 0 tal que

lp(y)| <0

para todo y € W.
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4. Use la Proposicion 17.

En particular para la topologia débil—x se tiene el siguiente resultado.

Corolario 13 Si H C X* es un hiperplano cerrado en la topologia T (X*, X) entonces
existen xg € X y a € R tales que

H={feX": f(z) =a}.

Del anterior Corolario, podemos deducir que para los espacios no reflexivos, la topologia
débil—x es estrictamente mas pequena que la topologia débil. En efecto, sea £ € X**\
J(X) y definamos

H={feX":&(f) =0}

Si H fuera débil—# cerrado, por el Corolario anterior tendriamos que H = {f € X* :
f(zo) = 0} para algin zy € X, y por el Lema 8 se tendria &(f) = Af(zo) para algin
A € R, lo que contradice que £ ¢ J(X). Por tanto, H es un ejemplo de un cerrado débil
(y convexo), que no es cerrado débil—sx.

3.4. Compacidad en las topologias débiles

El siguiente resultado es un claro ejemplo de la importancia de la topologia débil—x.

Teorema 13 (Teorema de Banach-Alaouglu) Si X es un evn y X* es su espacio
dual, la bola unitaria cerrada

B ={feX":|f]

es débil—x compacta.

Visto hasta aqui el VIERNES 20 ABRIL 2018.

Para probar este teorema, usaremos el siguiente resultado sobre homemomorfismos
entre topologias generadas por colecciones de funciones. Sea Z un espacio topolégico,
y X e Y conjuntos en los que se han definido topologias inducidas por las familias
de funciones ®x y ®y, respectivamente, en el sentido de la Proposicion 9. Tenemos el
siguiente resultado:

Proposicion 19 Supongamos que existe h : X — Y tal que
1. La funcion h es una biyeccion.
2. Se tiene &y = {foh™' : f € Dx}.

Entonces h es un homemomorfismo con respecto a las topologias T (X, ®x) y T (Y, ®y).
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Demostracion:

Los conjuntos que forman la subbase para la topologia T (Y, ®y) (ver construccion de
tal topologfa) son de la forma ¢~!(U) para g € ®y y U C Z abierto. Por hipotesis se
tiene que g € ®y si y solo si existe f € ®x tal que g = f o h™!, y por tanto

g (U) = (foh™)™HU) = h(f7H(U)).
De esta manera, las subbases que definen las topologias satisfacen
So, ={h(V) : V €8s, },

y como h es una biyeccion, se sigue que los abiertos de T (Y, ®y) son precisamente de
la forma h(U) con U € T(X,Px). Entonces h es un homemomorfismo entre X e Y
con sus respecivas topologias. |

Demostracion (del Teorema 13):

SeaY = R¥ = {w : X — R} dotado de la topologia producto. Notar que tal topologia
se define como la menor que hace continuas a las proyecciones m, : w € Y — w, €
R,z € X, donde w, denota la coordenada x de w. Es decir, la topologia producto es
T(Y,{7:}sex) (en el sentido de la Proposicion 9).

Consideramos la inyecciéon candnica h : X* — Y, que estd bien definida dado que
los elementos de X* son en particular funciones reales en X. Si X* esta dotado de
la topologia débil—# (es decir, es la generada por {J,}.,cx), mientras que Y posee la
topologia producto, probaremos las siguientes dos afirmaciones:

Ap) La funciéon b : X* — h(X™) es un homeomorfismo.
Ay) El conjunto K := h(BX") C Y es compacto.

Suponiendo ciertas estas dos afirmaciones, tenemos directamente BX" = h™'(K) es
compacto.

Para probar A;) usaremos la Proposicion 19. Notemos primero que las familias de
funciones que generan las topologfas en juego son ®x- = {Jy}zex v Pr(x+) = {7z }aex.
Tenemos que h es inyectiva por definiciéon y sobreyectiva en su imagen, por lo que el
punto 1) esta probado. Probemos el punto 2). Para cada w € h(X*) existe f € X* tal
que w = h(f), y por tanto J,oh ™ (w) = J,(f) = f(x) = w, (coordenada x de w € Y').
Es decir, tenemos que J, o h~! = 7, para cada x € X, y por tanto se cumple el punto
2).

Por la Proposicion 19 tenemos que h es un homeomorfismo, por lo que hemos probado

Al).

Ahora probemos A,). Para cada w € Y se tiene que w € K siysolosiz € X — w, € R
es lineal y |w,| < ||z||x para todo € X. Es decir, si definimos

Ki={weY : |w]| <|zllx VrelX},

Ky={weY : wyyy =w, +wy, wy, = w, Yo,y € X,\€R},
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tenemos K = K; N Ks.
Ahora, es directo ver que K; = H [—||=||, [|z]|], ¥ por el teorema de Tijonov (el pro-

zeX
ducto de espacios compactos es compacto) se tiene que K; es compacto en Y. Por otra

parte, Ky = C; N Cs, donde

C) = ﬂ {weY :wypy —w, —w, =0,}

z,yeX

Cy = ﬂ {weyY : wy, — \w, =0}.
zeX,\ER
Al ser cada uno de estos conjuntos intersecciones de imagenes inversas del conjunto
cerrado {0} bajo funciones proyecciones, se deduce que Cj y Cy son subconjuntos
cerrados de Y.
Por lo tanto K C Y es compacto, con lo que concluye la demostracion de As) y por

tanto del teorema.
[ |

Comentamos también una caracterizacion de la continuidad con respecto a la topologia
T(X,F), que no usaremos por ahora, pero que es bastante util:

Proposicion 20 Si Y es un espacio topoldgico, una funcion g : Y — X es continua
sty solo si pa0q:Y — Z, es continua para cada o € A.

Teorema 14 (Teorema de Kakutani) Sea X un espacio de Banach reflexivo, en-
tonces L
Bif ={z e X : |z[lx <1}

es un conjunto compacto en la topologia débil.

Demostracion:
Probaremos que la inyeccion J es un homemomorfismo entre X dotado con la topologia
débil y X** dotado de la topologia débil—x. Es decir

J (X, T(X, X)) — (X, T(X™, X))

es biyectiva, continua y con inversa continua. Habiendo probado esto, notemos que
J(Bi) = B{*"", y que este conjunto es compacto en la topologia débil—* de X** (por

el Teorema 13), de donde se deduce directamente que B;* es compacto en la topologia
débil. Probemos entonces que J es un homeomorfismo.

Veamos que se cumplen las hipotesis de la Proposicion 19. Por hipétesis X** es reflexivo,
con lo que J es una biyeccion y por tanto se cumple 1). Para probar el punto 2), notemos
que la familia de funciones que define la topologia débil—x de X** esta formada por

{¢s}ex-, donde
o e X" —&(f)
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para cada f € X*. Ahora, para cada £ € X** existe x € X tal que £ = J,, de manera
que

pr(&) = Jo(f) = f(2),

de donde se tiene ¢y = f o J7! para toda f € X*. Dado que X* es precisamente la
familia que define la topologia débil en X, hemos probado el punto 2) de la Proposicion
19 y por tanto se deduce que h es un homeomorfismo. |

Observacion 5 El reciproco de este teorema es también cierto (aunque no lo probare-
mos aqui).

Observacion 6 El Teorema 14 implica que, para todo M > 0, la bola % es compacto
en la topologia débil, y por tanto todo conjunto débilmente cerrado y acotado es com-
pacto. Por otra parte, en espacios topoldogicos no metrizables. ser compacto no implica
que las sucesiones acotadas poseen subsucesiones convergentes. Para probar este hecho
en la topologia débil debemos pasar por otros resultados.

Proposicion 21 Si X es un evn reflexivo y M C X es un subespacio cerrado, entonces
M es reflexivo.

Demostracion:
Sea n € M**. Definimos £ : X* — R por

§Cf) =n(flm)

para todo f € X*. Es claro que ¢ es lineal y continuo, es decir £ € X**. Como X es
reflexivo, existe zy € X tal que & = J,,,. Por lo tanto

n(flar) = fwo) paratodo f € X*. (3.9)

Probaremos ahora que zy € M. Para esto, notemos que para todo f € M~ se tiene
f(zo) = n(f|ar) = n(0) = 0. De la Proposicion 5 y dado que M es cerrado tenemos
entonces que zg € (M) =M = M.

Por ultimo, por el Teorema de Hahn-Banach (Corolario ?7) se tiene que para cada
g € M* existe f € X* tal que f|y = g. Esto, junto con (3.9) implica que n = J,,, y
por tanto M es reflexivo. |

Definicién 12 Un espacio topologico es separable si contiene un subconjunto denso
numerable.

Ejemplo 18 L*(0,1) no es separable: si definimos, para cada A € (0,1), fx = Loy €
L>(0,1), tenemos || fx, — frsllo = 1 para todo Ay # Aa. Dado que el conjunto {fx : X €
(0,1)} es mds que numerable, L>°(0,1) no posee ningin subconjunto densos numerable.

Teorema 15 Sea X un espacio de Banach tal que su espacio dual X* es separable.
Entonces X es separable.
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Demostracion:
Por hipétesis existe { f,, }neny C X* subconjunto denso. Para cada n € N, por definicién
podemos tomar z,, € X tal que ||z,||x <1y

Falea) 2 2l (3.10)

Definamos

D= {qu'l'n]. L g EQ,nj EN,mEN}.

j=1

Es claro que D C X es numerable y que es denso en el subespacio Dy = ({z,}) C X.
Probaremos que D es denso en X:

Sea f € X* tal que f|p, = 0. Demostraremos que f = 0, con lo cual se concluira que
D; = X (Corolario ??), y por tanto que D es denso en X.

En efecto, sea ¢ > 0. Por la densidad del conjunto {f,} C X*, existe n € N tal que
|f — fullx+ < §, de donde

/]

Ademas, por hipotesis se tiene f(z,) = 0, lo que junto con (3.10) implica que

9
x < 3 + || full xx- (3.11)

2
x+ < €. (3.12)

I -

De (3.11) y (3.12) se sigue que || f||x+ < €. Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que
f =0, con lo que termina la demostracion. |

Ya estamos listos para probar que la bola cerrada es secuencialmente compacta:

Teorema 16 Sea X un espacio de Banach reflexivo. Toda sucesion acotada (T, )nen C
X posee alguna subsucesion débilmente convergente.

Demostracion:

Sea (x,)y C X tal que ||x,]|x <1 para toda n € N. Definimos M = ({z,}) C X. Por
construccion se tiene que M es separable, v por la Proposicion 21 se sabemos que M
es reflexivo. Entonces M*™* = J(M), y por tanto es separable (J es una isometria). Del
Teorema 15 se deduce que M* es separable, es decir que podemos tomar {g,, }men C M*
denso numerable.

Para cada m € N se tiene ||gm(z,)||lx < |lgml|, ¥y por tanto existe una subsucesion
(@, )ken tal que (gm(xn,))ken converge en R. Aplicando un proceso diagonal, podemos
suponer que

(gm(Tn,))ken  converge en R para toda m € N.

Dado que (gm)men es denso en M*, se prueba que para cada g € X*, la sucesion

(9(xn,))ken C R es de Cauchy, y por tanto podemos definir

£(g) = lim g(xy,,)

k—o0
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para cada g € M*. Se deduce que ¢ es lineal en ¢, y dado que

|9(@n )| < gl lznllx < [lgllar-

para toda k, se tiene & € M** con ||€|[pr+ < 1. Como M es reflexivo, existe xz € M,
llz]|x <1, tal que £(g) = g(x) para toda g € M*. Por definicion de £ tenemos entonces
que

lim g(xy,) = g(z)

k—o0

para toda g € M*, y por lo tanto para toda g € X*. Es decir, (z,, )ren converge
debilmente. u

Observacion 7 El reciproco del teorema 16 es también cierto (ver [?], Teorema ¢79).

3.5. Problemas de certamenes
Ejercicio 13 (P1 C2 2016-1)
1. Sea X = ¢o := {z = {x,} € (~ : lim, oz, = 0}. Denotemos por {e,}, la
sucesion definida por e, = (0,...,1,...,0,...) (es decir e = b,, base estindar ya
sea de X, X* o X**). Demuestre que {e,}, converge débil-x en X* y no converge

débil ni fuertemente en X*.

2. Considere el espacio de Banach (C([0,1]), ||*|lc)- Suponga f,, — f en este espacio.
Muestre que f,, converge puntualmente en [0, 1] a f.

Demostracion:

1. Ver ejemplo (17).

2. Sea X = (C([0,1]), ||]|c). Considere ¢, : X — R definida por ¢,(f) = f(x) para

cada x € [0,1]. Claramente ¢, es lineal y ademés
62(£)| = |f@)] < mx £(2)] = 1f s ¥ € X.

por tanto ¢, es continua. Sigue que ¢, € X* para cada = € [0, 1]. Por hipotesis
se tiene ¢, (fn) = ¢.(f) para n — oo, para todo x € [0, 1], esto es, f,(x) — f(x)
para todo = € [0, 1].

Ejercicio 14 (P2 C2 2016-1) Sea X un espacio de Banach.
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(1) Sea x € X. Para cada f € X* considere

Us(z) ={g € X" : |g(x) = f(x)] < 1]}.
Pruebe que Ug(x) es débil-+ abierto en X*.

(2) Pruebe que si C C X* es débil-x compacto, entonces, para cada x € X, existen

neN yfi, .., f.€C tales que C C U;L:1 Uy, (x).

(3) Sea C C X* débil-+ cerrado. Demuestre que C C X* es débil-x compacto ssi C
es fuertemente acotado (i.e. acotado en la norma de X*).

Demostracion:

(1) Dado ¢ € X, es un hecho que el funcional

g:X*HR
fr— (&),

es continuo débil-*, luego es facil ver que dado f € X*

Us(§) = {g € X"+ €lg) — (/)] < 1} =€ (BrEN. D)
siendo BR(g(f), 1) = (f(&) —1, f(€)+1) abierto en R, sigue que Us(§) es débil-x
abierto.

(2) Sea C' C X* un conjunto débil-+ compacto. Dado x € X, claramente f € Us(z)
para todo f € C, entonces C' C ;o Us(w) donde éste tltimo es una cobertura
débil-x abierta de C, por compacidad, existe una subcobertura finita, es decir,

existe {fi}f_; C C tal que C' C J,_, Uy, ().

(3) (=) Sea C C X* débil-x compacto, fijamos z € X, por inciso (2) existe
un conjunto {f;}-; C C tal que C C J;_, Uy, (x). Tomamos g € C, entonces
lg(z)— fr(z)| < 1 paraalgin k C {1,...,n}. Definimos M = méx;{||f;||}, entonces

l9(z) = fi(@)] < 1= lg(@)| < [fe()| +1
= [g(@)] <[ fell - l=]l +1
— |g(z)| < M|lz| +1

es decir para cada x € X se verifica sup o |g(7)| < oo, sigue por Principio de
Limitacion Uniforme que sup,o||g|l < 0o, i.e. C' es fuertemente acotado en X*.
(<=) Si C es fuertemente acotado, entonces existe M > 0 tal que ||g|| < M, es
decir C' C MBx+ donde By C X* es la bola unitaria, el cual por el Teorema
de Banach-Alaoglu, es un conjunto débil-x compacto, sigue que por linealidad
que M Bx« es débil-x compacto. Siendo C' débil-x cerrado contenido en un débil-x
compacto nos permite concluir que C' es débil-x compacto.
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Ejercicio 15 (P3 C2 2016-1)

1. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach tal que B = {x € X : ||z|| < 1} no tiene puntos
extremos. Muestre que X no es dual de ningin espacio de Banach (es decir, no
existe ningun isomorfismo isométrico a algin espacio Z*, con Z Banach).
Sugerencia: Puede usar los Teoremas de Banach-Alaoglu y Krein-Milman.

2. Deduzca que cy no es dual de ningun espacio de Banach.
Sugerencia: Fxamine si la bola unitaria cerrada de ¢y posee puntos extremos.

Demostracion:

1. Suponer que X es dual de algin espacio de Banach Z. Dotamos a X de la
topologia débil-*, por lo cual el conjunto B es débil-*x compacto (Teorema de
Banach-Alaoglu). Es claro que B es un conjunto convexo, asi por el Teorema de
Krein-Milman se tiene B = conv(E) donde E es el conjunto de puntos extremos
en B, que por hipotesis es vacio, asi B = (), lo cual es una contradiccion pues
0eB.

2. Sea B, la bola unitaria en ¢y. Dado = € B,, es claro que |z,| < 1 para todo n y
lim z,, = 0., entonces existe un ng tal que |z,,| < 1/2. Definamos y = {y,}, z =

{zn} por
= {xn, n # ng

1
xn0+§7 n=mno

{xn, n # ng
Zn —

1 _
xn0—§, n ="ny

de ello es claro que limy, = limz, = 0, por lo cual y,z € X. También |y,| < 1
para todo n # ng, ¥ |[Yng| = |0y + 1/2| < |2pe| +1/2 < 1 luego y € B,,. De
manera analoga se tiene que z € B,,. Notando que

1 1 1 1
Tpy = 5 Tng +§+xno - 5 = i(yno +Zno)

sigue que
1 N 1
r == —z
2/ "9

concluimos entonces que x no es punto extremo. Siendo x arbitrario en la bola,
se ve que B, no posee puntos extremos, por lo mostrado en el parrafo anterior,
¢o no es dual de ningin espacio de Banach.
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Ejercicio 16 (P1 C2 2017-1) Para cadan € N defina f, = X[ nt1)- Para cada espacio
mencionado a continuacion, consideraremos la medida de Lebesque en R.

1. Pruebe que {f,} no converge fuertemente en LP(0,00), para todo p € [1,00).
2. Pruebe que {f,} converge débilmente en L*(0,00), para todo p € (1,00).

3. Pruebe que {f,} converge débil-x en L*°(0,00).

4. Pruebe que {f,} no converge débilmente en L'(0,00)

Demostracion:

1. Sin#m X 1
o0 n+ m+
/ @) = ) Pd = / dz + / dz =2,

0 n m

luego || fn — finll, = 21/P. Por tanto {f,} no es de Cauchy y consecuentemente no
converge fuertemente en LP(0, c0) para todo p € [1,00). Para p = 0o es anélogo.

2. Sea g € LP(0,00)* = L%(0,00) para p, q exponentes conjugados. Entonces

(9, fn) Z/Ooogfndxz/nn+lgdx.

Por la desigualdad de Holder
n+1 n+1 1/q
/ gdx| < (/ ]g]%a:) ,

n+1
/ gdx

y como g € L9(0,00) se tiene f:ﬂ lg|%dz — 0 a medida que n — oo. Luego
(g, fn) — 0 para toda g € LP(0,00)*, esto es, f,, = 0 en LP(0, c0).

<

3. Notar que {f,} C L'(0,00)* = L>°(0, 00). Entonces para g € L'(0, 00)

S n+1
’<fmg>| < / \fng|dx = / |g|dg; _)—> 0,
0 n n—00

pues g es integrable. Luego (f,,,g) — 0 para toda g € L'(0,00), por la caracteri-
zacion de convergencia débil-* se tiene f, —* 0 en L>(0, 00).

4. Definir g = 37 - Xj2n,2n41) = X[2n+1,2n42)- Es claro que g € L'(0,00)* = L>(0, 00).

Notar que .
n+

n>0“"

luego (g, f,,) no converge y en consecuencia { f,,} no converge débil en L'(0, 00).



64

CAPITULO 3. TOPOLOGIAS DEBILES

Ejercicio 17 (P2 C2 2017-1) Sea X un espacio de Banach.

1. Sea {f.} C X* tal que, para cada x € X, la sucesion {f,(x)} converge en R.

Probar que eziste f € X* tal que f, — f en o(X, X™*) (convergencia débil-+)

. Suponga que X es reflexivo. Sea {x,} C X tal que, para cada f € X*, la sucesion

{f(zn)} converge en R. Pruebe que existe v € X tal que v — z en o(X, X*)
(convergencia débil).

. Sea X = ¢y C €. Para cadan € N defina z,, = (1,1,---,1,0,0,---) (las prime-

ras n coordenadas tienen valor 1, las restantes son 0). Pruebe que {x,} converge
en o(£>2, %) (topologia débil-+) y que no converge en o(X, X*) (convergencia dé-

bil).

4. Pruebe que el resultado en (2) es falso para espacios no reflexivos.

Demostracion:

1. Para cada z € X, por hipotesis esta bien definido f(z) = lim, s fn(z). Pro-

bemos que f € X*. Claramente f es lineal por linealidad del limite. Dado que
{fn} € X* es puntualmente acotada, por el Principio de Acotacién Uniforme se
tiene que es uniformemente acotada, esto es, existe M > 0 tal que ||f,]| < M
para todo n € N. Vemos que

()] = M [fue)] < lminf| ][] < Ma], Ve € X

de lo cual se sigue que f € X*. Por construccion f,(x) — f(x) para todo x € X,
esto es, f, —=* f.

. Para cada n € N definimos ¢ : X* — R por ¢,(z) = f(z,). Por hipdtesis

o(f) = limy, 00 ©n(f) esta bien definido para cada f € X*. Evidentemente ¢ es
lineal por linealidad del limite. Ademas {p,} es puntualmente acotada, asi por
Principio de Acotacion Uniforme, existe M > 0 tal que ||¢,| < M para todo
n € N. Entonces

()] = 1 [ga()] < lminllll f]] < M]S|l Vf € X*

luego ¢ es acotada y por tanto p € X*. Como X es reflexivo, existe z € X
tal que p = J,, esto es, o(f) = f(z) para todo f € X*, de lo cual se tiene
directamente que x, — x.
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3. Sabemos que X* = ¢!y (¢{1)* = (>°. Si y € ' entonces

(@) =D Thge =D vk = Y Ui
k k=1 k=1

pues y es sumable. Claramente (z,y) = Y .- yy donde z = {z,} esta definida
por z, = 1 para todon € Ny z € ¢~ por lo que (z,,y) — (zr,y) para todo
y € (1 esto es, x, =~* = (1,1,...) € (>,

Ahora, si x, — z en ¢ entonces x, —* x en ¢*. Como z, — (1,1,...) € ¢y y el
limite débil es tinico se concluye que {z,} no converge débilmente.

4. El ejemplo del item 3. cumple que para cada f € X* = ¢! se tiene f(z,) — (f, )
donde z = (1,1, ...). Sin embargo {z,} no converge en la topologia débil. Claro
X no es reflexivo, pues X = ¢y C {*° = X*x y la contencion es estricta.

Ejercicio 18 (P38 C2 2017-1) Sea H wun espacio de Hilbert. Considerar f € H* y
a:H xH— R una forma bilineal continua y coerciva, 1i.e.

|a(u, v)| < Cllull[[],
y existe 0 > 0 tal que
a(u,u) > ol|ul]*. (1)

Dada f € H*, sea {X,}n una sucesion creciente de subespacios cerrados de H tales
que U, X,, = H vy suponga que para cada n € N existe u, € X, tal que

CL(um U) - f(U), (2)

para todo v € X,,. Probar que {u,}, posee alguna subsucesion débilmente convergente
a u solucion de

a(u,v) = f(v),

para todo v € H.

Demostracion:
Si en (2) tomamos en v = u, para cada n € N, junto con (1) obtenemos

Olunll* < alun, un) = f(un) < [l

Luego, definiendo M = 3|/ f|
[un|| < M,
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es decir, {u,}, C M By. Todo espacio de Hilbert es reflexivo, y como By es secuen-
cialmente débil compacta, via homeomorfismo M By es secuencialmente compacta, por
tanto existe {ny} estrictamente creciente y u € H tal que

Up, — U.

Para cada v fijo, la aplicacion u — a(u,v) es lineal y continua (pues a lo es), luego
pertenece a H*. Entonces para v € H = UX,, existe N € N tal que v € X,, para todo
n > N (pues la unién es creciente). De (2) tenemos

(U, v) = f(v)

para todo n; > N. Si tomamos limite en k, por convergencia débil a(u,v) = f(v), y
esto es valido para todo v € H. [ |

Ejercicio 19 (P2 C2 2018-1) (Teorema de Hahn-Banach para topologia débil—x) Sea
X un espacio de Banach. Sean A C X* y B C X* dos convexos no vacios tales que A
es débil—x abierto y AN B = 0. Probar que existen xg € X \ {0} y a € R tales que el
hiperplano

H:={feX": f(x) =a}

separa A y B. Para esto:

1. Probar que existen £ € X**, £ #0, a € R tal que

£(f) <a<é(g)
para todo f € A, g € B.

2. Sea fo € A. Pruebe que existe una vecindad débil—x V C X* de 0 tal que
fo+V C A. Demuestre que puede suponer que V' es simétrica.

3. Demuestre que existe una constante C tal que |{(h)| < C para todo h € V.

4. Concluya.

Demostracion:

1. Como A es débil-* abierto, en particular es abierto en la topologia de X*. Por HB
en X* existe £ € X** y o € R tal que el hiperplano H = {f € X* : £(f) = a}.
Es decir,

E(f) <a<€(g)
para todos f € A, g € B.
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2. Sea fy € A. Como A es débil-x abierto, existe Vy, vecindad débil-+ de fo en X*
tal que fo € Vy, C A. SiV := Vy — fo entonces V' es vecindad débil—x de 0
y ademés V + fo =V, C A. Podemos suponer V' simétrica (esto es =V = V),
pues de lo contrario, consideramos V' N (—=V), que es vecindad débil-x del 0 (pues
0€Vy0=-0¢€ —V)ysimétrica (pues f e VN (=V)ssi feVyfe—-Vssi
—fevn(=V)).

3. Como fo+V C A, por el item 1. se tiene que &(fo + f) < « para toda f € V.
Entonces

§(f) =&(fo+ f)—&(fo) Sa—¢&(fo), VfeV.

Ademas, si f € V', como V es simétrica se tiene —f € V por lo cual

—&§(f) =&(=f) <a—£&(f)
obteniendo
(O < a=E&(f), VeV

Denotaremos la constante del lado derecho por C.

4. Sabemos que |£(f)] < C para toda f € V donde V' es una vecindad débil-x de
0 € X*. Entonces

k
V= geX :|g(x;)| <rj}

i=1

para algunos x; € X, r; > 0 y AV también es vecindad débil-* del 0 € X* para
todo A € R. Se deduce entonces que & es continua en 0. Como & es lineal y V + h
es vecindad débil-+ de h para todo h € X*, se tiene que £ : X* — R es débil-x
continua. Por resultado visto en clases se deduce que { = J,, para algiun z, € X.
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Capitulo 4

Teoria de distribuciones

Las distribuciones son una generalizaciéon de las funciones integrables en un abierto
) C R™ que resulta muy util para definir objetos como la derivada débil y espacios
de Sobolev. Este concepto le dara cabida al famoso ejemplo, la delta de Dirac. Si
0 representa un impulso en x = 0, entonces J se caracteriza por como acttia sobre
funciones regulares ¢, a través de

/ 5(z)p(x)dz = 6(0). (41)

Entonces, definiremos las distribuciones por como actiian sobre funciones regulares
definidas en un espacio adecuado. Si en (4.1) se considera L?*(2) como espacio de
funciones, se tiene el mapeo

En lo que sigue, €2 denotard un subconjunto abierto de R", a menos que se diga lo
contrario.

Ty(o) = / f(@)p(z)de,

ademés, sabemos que f +— T es una isometria de L? en L?. Pero (4.1) no tiene sentido
para toda ¢ € L?(Q2) (no podemos esperar que § € L*((2)). Se debe restringir (4.1) a
un conjunto mas pequenio, pero que sea denso en L*(().

Definiciéon 13 Se define
CrQ)={p: Q=R :peCN), supp(p) es compacto}.
A modo de observacion, es claro que C§°(2) C LP(R"), para todo p > 1.
Ejemplo 19 La funcion
C ( ! ) lz| <1
exp | ——— T
n(z) = z* =1
0 |z > 1,

con C' constante, pertenece a C°(R).
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A continuacion veremos algunos teorema de regularizacion, con el objetivo de responder
la pregunta: jes C3° denso en LP?

Definicién 14 Dadas u,v funciones definidas en R™ a valores reales, se define el pro-
ducto convolucion u * v por

(wx o)) = [ ule = g)oe)dy

Teorema 17 (Desigualdad de Young) Sean u € LP(R), v € LY(R) para p,q > 1.
Sea r tal que 1/r =1/p+1/q— 1, entonces uxv € L" y

1w vl ey < |Jullo@)l|v]| Lo)-

Consideramos 7 definida en el ejemplo 13 con C'tal que [ =1y parae > 0 denotamos

ne(7) = }nn (%) :

entonces
= 7: € C°(R"),
= supp(7.) = B.(0),
» [n.=1

Si consideramos f € LP(£2), al extender por cero esta funcion, se obtiene f € LP(R™).
Definimos a continuaciéon

fe(x) = (f*n)(w) = - [l —y)ne(y)dy = ; f(x —y)n:(y)dy. (4.2)

Lema 9 Sea f € LP(R2). Entonces
1. supp(f.) C {z € R™: dist(z, supp(f.)) < e},
2. f. € C=(R"),
3. si f tiene soporte compacto, entonces f. € Cg°(Q2) para e << 1.

4. st f es continua en §2, entonces f. — f uniforme en compactos de (2,
e—0

5. sip € [l,00) entonces

<1l o [1fe = Flls =52 O
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Demostracion:
Probaremos 5. Sea ¢ = p/(p — 1). Por la desigualdad de Holder se tiene

r= [ teswis ([ ae-na) ([ ae-oors)”

1/p
- ( [t y)!f(y)\pdy> |
Utilizando Fubini

1= [1ars [ ( / na(ﬂf—y)lf(y)l”dy) io= [ 10 ( / ne(w—y)dw) dy
4
< / @)l

= [I7115-

Ahora, dado § > 0, sabemos que existe g € Cy(R2) tal que ||g — f||, < J. Por (4.5) se
tiene

—~ —~ —~
! -~
N
S—

lge = fellp < llg = FII < 6.

Por el item 4. sabemos que para ¢ — 0, g. — ¢ uniformemente pues g tiene soporte
compacto, asi ||g. — g|| < § para € > 0 pequeno. Finalmente

1f = fellp < M1f = gllo + 119 = gellp + llge = fell < 36,

de donde se sigue el resultado. |

Ejemplo 20 Sea f € L} (). Entonces f. estd bien definida en Q. = {x € Q :

loc

dist(w,aQ) <e}y f. € C®(Q.). Notar que f. / f en L=(Q) pero || fe|lre < || f]oo-
Teorema 18 FEl conjunto C§°(S2) es denso en LP(Q2) para p € [1,00).

Demostracion:

Sea L2(92) el espacio de funciones en LP()) con soporte compacto en 2. Si f € LP(Q),
entonces el Lema 9. implica que supp(f.) es un compacto de €2 para € > 0 pequeno.
Nuevamente por el Lema 9. se tien f. — f. Entonces C§°(£2) es denso en LP(2). Por
otro lado, sea { K}, una sucesion de compactos tales que K, 1 Q. Denotando por x
la funcion caracteristica de un conjunto, se tiene {xg, f} C L2(Q) v |xxk, f| < |f], asi
por Teorema de Convergencia dominada se tiene || xg, f — f|lz» — 0, de donde se sigue
el resultado. |

A continuacion, veremos como se comporta
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Definicion 15 Se dice que una sucesion {@,} C C3°(§2) converge a ¢ € C§(Q2) si
1. existe un compacto K C Q tal que supp(¢,) C K,
2. D%, — D%p uniforme en (), para todo multiindice c.

Denotaremos por D(€2) al espacio C§°(£2) dotado de la topologia asociada a la conver-
gencia anterior definida.

Definicién 16 Una distribucion es un elemento T € D'(Q) = (D(Q))", esto es,
T :D(Q2) — R es lineal y continuo respecto a la topologia de D(?), el cual denotaremos
por T'(p) = (T, ¢) para toda ¢ € D(NQ).

Ejemplo 21 Siu € L'(Q), entonces

(Ay, @) = / updz, Yo € C(Q)
Q

estd bien definida, luego A, es una distribucion. Notar ademds que u — N\, es un mapeo
myectivo.

Ejemplo 22 Se define (6,¢) = ¢(0) para todo p € C§°(52). Esta regla define una
distribucion 6 € D'(Q2), llamada Delta de Dirac.

Observacion 8 » Fl espacio D'(Q2) es un espacio vectorial.
w Se dice que A, = A en D'(Q) si (A, ) = (A, @) para toda ¢ € C§°(2).
(Q) = D'(2).

» Se tienen las inyecciones LP(Q) < L;,.

4.0.1. Espacios de Sobolev

A continuacién, nuestro objetivo sera derivar distribuciones, y por tanto, cualquier
funcién localmente integrable. Si f € C1(£2) se debiese tener

(Af) = Ay

Para toda ¢ € C§! se tiene

(roph = [ Fodn == [ e =00
lo cual sugiere
(M) ) = (A, =)
Definicion 17 Si A € D'(Q) se define 0, A € D'(QQ) por
(0:A\, ) = —(A, 0:0), Vo € D(Q)
y para todo multiindice o

<DQA7 90> = <_1)|a‘<A7Da90>a Vp € D<Q)
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Recordamos el Teorema de Gauss para R™ en ()

/ U0y, vdr = — / V0, udx + / uvndo.
Q Q o0

Ejemplo 23 Sea f € C*(Q) C L,,.(Q) C D'(Q). Entonces

(Ourf, 0) = —(F.000) / 10, pdu

_ /Q o0, filu — /8 feido
- [ @

es decir, la derwada usual coincide con la derivada distribucional.

Ejemplo 24 Consideramos H la funcion de salto (usualmente llamada funcion escalon
de Heaviside)

1, >0

H(z) = {0 <6

donde H € Lj,.(R). Si vemos H en el sentido de las distribuciones

(H'.9) =~ == [ Hedo == [ /e = p(0) = (3o, vp)
es decir, H' = dg en el sentido de las distribuciones, donde § denota la delta de dirac.
Notemos que u, D% € D'(2) implica
(D%, ¢) = (=1)"(u, D). (4.6)

Definiciéon 18 Dado Q C R™ abierto acotado, definimos el espacio de Sobolev H'(Q)
por

HY(Q) = {u € L*(Q) : D*u € L*(), |a| = 1}.
Ejemplo 25 Claramente H no pertenece a H (), pues H' = 6y & L*(12).

Ejemplo 26 Sea f(x) = |z|, la cual no es diferenciable en el sentido usual. Para
Q= (—1,1) se tiene

- [ r@ewar = [ = [ apwie - [ aptaie

integrando por partes y utilizando que @ tiene soporte compacto

7o) = [ onde+ oot = [ getoris

1 1
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donde

(z) 1, O0<z<l
x) = ,
g -1, —-1<z<0

ast f' = g en el sentido de las distribuciones.

Dotamos al espacio H'(Q2) con la norma

1/2
lullznoy = (el + Spaim 1Dl (47)

o escrito de un modo mas amigable

1/2
ol oy = ( Juk+ |Vu|2>d:c) .

Se ve que el espacio (H'(Q), |||z () resulta ser un espacio completo. Més atn, la
norma (4.7) proviene del producto interno

(u, V) 1) = (u,v)r2(0) + Z “u, D) 2(q). (4.8)

|la=1

Ahora, cuando trabajamos con funciones en L?*()), a priori, no tiene sentido evaluar
funciones en el borde, pues este resulta ser un conjunto de medida n-dimensional 0. Es
asi que se introduce el operador traza

A continuacion, introducimos un importante subespacio de H*().

Definicion 19 Se define H}(Q) como la clausura en H*(Q) del conjunto C.00(S2).
Este espacio se caracteriza por

HNQ) = {u e HY(Q) : tr(u) = 0}. (4.9)

Teorema 19 (Desigualdad de Poincaré) Sea 0 C R™ un conjunto abierto, acotado y
no vacio. Entonces existe una constante C' > 0 dependiendo solo de 2 tal que para toda
u € H}(Q) se tiene

[ull2@) < ClIVul 2@

Observacion 9 Notar que la desigualdad de Poincaré implica que ||u||Hé(Q) = || Vul| 2

es una norma en Hg (), equivalente a la norma ||-|| (). Es asi que (Hg(S2), ||-||H5(Q))
resulta ser también un espacio completo.

Definicién 20 Se dice que una distribucion T € D'(§2) es solucion fundamental de un
operador diferencial P si PT = ¢'.

Observacion 10 En general, una solucion débil de Pu = 0 estd dada por una (no se
que dice ahi) tal que PA, = 0.

aqui ejemplitos
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4.1. Problemas de certamenes

Ejercicio 20 (P53 C2 2018-1)

1. Dada u € L}, (R) definimos v(x fo t)dt, x € R. Demuestre que v es una
funcion continua en R que satzsface 0,v = u en el sentido de las distribuciones.

2. Sea u € L*(a,b). Pruebe que uw € H'(a,b) si y solo si u es continua en [a,b] y
existe w € L*(a,b) tal que

u(y) = u(x) + /yw(t)dt (4.10)

para todo x,y € |a,b]. Ademds O,u = w en D'(R).
Sugerencia: Utilice el inciso anterior y el hecho que una distribucion tiene deri-
vada nula st y solo si es constante.

3. Dada g € L}, (R), pruebe que la funcion
u(x,t) = g(z + ct) + g(z — ct)
es solucion en el sentido de las distribuciones de la ecuacion de ondas en R?
Otu — 20 = 0.
Sugerencia: Puede utilizar que 0} — ¢*0% = (0y + ¢0y) (0 — cOy).

Demostracion:

1. Sea u € L, (R) y v(z) := [ u(t)dt, x € R. Sea x,, — x y definir u, = ux[oz,] ¥
asumir sin pérdida de generalidad que x > 0. Entonces u, — uxjoq] ctp ¥ || <
[ulX[0,04¢) € L'(0,2 + €) con & > 0. Por Teorema de Convergencia Dominada se
tiene que v(z,) — v(x) por lo que v es continua.

Sea ¢ € C3°(R). Entonces

/Rv(x)qb’(x)dx —/ </m u(t )dt> ¢ (z)dx
/ - / o)dtdz — / / o)t
/+OO /+OO x)dxdt — / / x)dxdt

- / w()6(t)dE — / _ulo(t)ar
_ /R u(t)o(t)dt.

Por definicion sigue que 0,v = u en el sentido de las distribuciones.
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2. Sea u € L'(a,b). Suponer v € H'(a,b), entonces v’ € L*(a,b) C L} .(R). De-

loc
finimos v(x) := [ u/(t)dt, por el item anterior v es continua y v' = v’ en el

sentido de las distribuciones. Entonces (v — u)’ = 0 asi u — v es constante, es
decir, u(z) = v(x) + C para todo z € [a,b] y C' € R constante, y en particular u
es continua. Por ultimo

u(y) — u(x) = v(y) + C — (v(z) + C) = /Oy o ()t — /O o ()t = /y o (b)dt.

obteniéndose (4.10) con w = u’ € L?*(a,b).
Ahora, si existe w € L?(a, b) tal que se tiene (4.10), en particular

pues u es continua y por tanto u(0) esta bien definido. Por el inciso anterior se
tiene v’ = w € L?*(a,b), por lo que u € H'(a,b).

. Sea w(z) = g(ax + b) con a # 0. Probaremos que w'(z) = ag’(ax + b) en D'(R).

Sea ¢Ci°(R)

/R w'ods = — /R we'dz
—/Rg(aa:—l—b)(b'(x)dw
L)

= —/Rg(y)% <¢>’ (y — b)) dy
= /Rg’(y)qb (yT_b) dy

= /Rag’(ax + )¢’ (x)dz,

pues ¢(cz + d) € C°(R). De lo anterior se sigue w'(x) = ag’(ax +b), x € R.

Entonces
Og(x — ct) = —cg'(x — ct) = —cOpg(x — ct)

de lo cual se sigue que (0, + ¢0,)g(x — ct)

= 0 y de manera analoga se obtiene
(0, — cdy)g(x + ct) = 0. Por lo tanto, si u(x) =

g(x + ct) + g(xz — ct) se tiene
(0} — 02 u = (0, + ¢0,) (0 — cO,)g(z + ct) + (0; — ¢0y)(0s + cOy)g(x — ct) = 0.



Capitulo 5

Espacios de Hilbert y teoria de
operadores

Definicion 21 Si H es un espacio vectorial, un producto escalar en H es una funcion
bilineal

(w):HxH—R
que cumple las siguientes propiedades:
1. (xz,z) > 0 para todo = € H.
2. (xz,x) > 0 para todo = € H \ {0}.
3. (z,y) = (y,z) para todo =,y € H.
)

Si (-,

es un producto escalar en H, entonces definimos
|zl|m = v/ (z,2)
para todo x € H.

Proposicion 22 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si (-,-) es un producto esca-
lar en H, entonces

(@, 9)| < llzllallylla
para todo x,y € H.

Demostracion:
[ |

Corolario 14 i (-,-) es un producto escalar en H, entonces || - ||g es una norma en

H.

7
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Demostracion:

Proposicion 23 (Propiedad del paralelogramo) Una norma || - || en un ven X
proviene de un producto escalar si y solo si

=+ ylI* + [l =yl = 2|z [I* + [[y]]*)-
para todo x,y € X.

Definicién 22 Un espacio de Hilbert es un ev dotado de un producto escalar (-,+) para
el cual la norma |||g = /(x,x), v € H es tal que (H, || - ||x) es un espacio normado
completo.

Ejemplo 27 aqui ejemplo de L2

Ejemplo 28 Sea 2 C R™ abierto no vacio, p € [1,00] \ {2}. El espacio LP(2) es un
espacio de Hilbert si y solo si p = 2. Podemos hallar A, B C Q tales que ANB = ()
y 0<AA) #AB) < 0. Para 1l < p < 0o,p # 2 notar que las funciones ¢ = xa y
U = xp pertenecen a LP(©) y satisfacen [[§] = NAP, [[6]2 = A(B2P, g+ =
¢ — |2 = (AMA) + MB))*?, luego no se satisface la Ley del Paralelogramo para
p # 2. Para el caso p = oo dado que los conjuntos A, B son de medida no nula
1612 = 1, 612 = 1y 16+ $l% = Ilé — ]2 = 1, luego no se satisface lo Ley del
Paralelogramo.

Ejemplo 29 aqui ejemplo de H1 y H}

Teorema 20 (Proyeccién en un convexo)

Teorema 21 (Proyeccién ortogonal)

Espacio dual

Teorema 22 (Teorema de representacion de Riesz) Sea ¢ € H*
Identificacion de los duales.

Definicién 23 (Subespacio ortogonal)

Teorema de Lax-Milgram.
Definicion 24 Sea a : H x H — R una forma bilineal. Decimos que a es:

1. Bicontinua, st existe C' > 0 tal que

la(z,y)| < Cllzllyll

para todo x,y € H.
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2. Coerciva, si existe 6 > 0 tal que
la(z, 2)| > o]/
para todo v € H.

3. Simétrica, si
a(z,y) = aly, x)
para todo x,y € H.

Teorema 23 (Teorema de Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert, y sea a una
forma bilineal en H que es bicontinua y coerciva. Entonces, para cada ¢ € H* existe
un unico u € H tal que

a(u,v) = p(v)  para todo v € H. (5.1)

St ademds a es simétrica, entonces u € H estd caracterizado por satisfacer

%a(u,u) — ¢(u) = min {%a(v,v) — 4,0(?})} . (5.2)

veH

Demostracion:
Por el teorema de representacion de Riesz, existe un tnico f € H tal que

o) = (v, f)g para todo v € H. (5.3)

Por otra parte, definamos ¢, : H — H por ¢,(v) = a(u,v). Dado que a es bilineal
y bicontinua, se tiene ¢, € H*. De nuevo por el teorema de Riesz, existe un tnico
representante de ¢,,, al que denotaremos por Au € H. Es decir, para todo u,v € H se
tiene que

a(u,v) = (Au,v)p.

Por la bilinealidad de a, es directo que A es un operador lineal, y por la bicontinuidad
se tiene, para v = Au, que

[Aul* = (Au, Au) i = a(u, Au) < Cllull]|Au|

para todo u € H, y por tanto ||A|| < C.
Ahora, por construccion tenemos que un u € H cumple (5.1) si y solo si satisface

Au = f. (5.4)
Por la coercividad de a, se tiene, para para v = Au, que
| Aul® = (Au, Au)ir = a(u, Au) > d]|ul[| Aul,

y por tanto ||Aul|| > d||u|| para todo u € H. En particular A es inyectivo y la unicidad
de la ecuacion (5.4) esta garantizada.
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Por otra parte, es facil deducir la misma propiedad para el operador adjunto. En efecto,
si u = A*v tenemos que

[A™0[* = (A", A"0)y = (AA™v,v) g = a(A"v,v) = 8[| A" [lv]],

y por tanto ||[A*v|| > §|jv|| para todo v € H. Por el teorema ?7?, concluimos que A es
sobreyectivo.

Por lo tanto existe un tnico u € H que satisface (5.4).

Por tltimo, si a es simétrica entonces |[v|? = a(v,v) define una norma y entonces
u € H esta caracterizado como el minimizador de

lu—v|)2 = alu—v,u —v) = a(u,u) + alv,v) — 2a(u,v) = a(u,u) + a(v,v) — 2¢(v)

en v € H. Esto equivale a minimizar
1
5(1(’0,11) - SO(U)’ vE H7

lo que concluye la demostracion. |

Observacion 11 (Dependencia continua respecto a los datos) En el teorema an-
tertor se tiene

lullr < 67l e
Teorema 24 Todo espacio de Hilbert separable tiene una base ortonormal.

Visto hasta aqui el LUNES 6 de agosto

5.1. Operadores compactos

El objetivo de esta parte del curso es el analisis espectral de cierto tipo de operadores
en espacios de Hilbert: operadores compactos autoadjuntos. Por tanto, introduciremos
a continuacion estas propiedades.

Nuestro principal interés son los operadores en espacios de Hilbert, pero estableceremos
las propiedades principales en el contexto de operadores en espacios de Banach.
Recordemos la definicion de los espacios de operadores £(X,Y'), donde X, Y son es-
pacios de Banach introducidos en ?77.

Ejemplo 30 Sea H = (?. Definimos, para cadan € N, T, : H — H por
r=(r1,%9,...) € H— Thx = (21,...,7,,0,0,...).

Se tiene directamente que T, es lineal, y que |Toxlla = Y77, [21* < |[2]|a para todo
x € H, porlo que T,, € L(H) y ||T.]| < 1. De hecho T(e1) = ey, de donde se tiene
IT.|| = 1 para todo n € N.
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Definicion 25 Sean X, Y espacios de Banach. Diremos que un operador T € L(X,Y)
es

» A rango finito si R(T) C Y tiene dimension finita.

» Compacto si T(B{) CY es compacto.

Se denotard
K(X,Y):={T € L(X,Y) : T es compacto }.

Un operador es compacto si y solo si transforma conjuntos acotados en conjuntos pre-
compactos.

Directamente de la definiciéon se tiene que todo operador a rango finito es compacto.
La identidad es un operador compacto si y solo si el espacio es finito dimensional.

Si T, S son operadores acotados tales que T' es compacto, entonces la composicion 1705
es compacto.

Proposicion 24 Si X, Y son espacios de Banach, entonces K(X,Y') es un subespacio
vectorial cerrado de L(X,Y).

Demostracion:

Es claro que es un subespacio vectorial (tarea). Para ver que es cerrado, sea {1,} C
K(X,Y) tal que T,, = T en L(X,Y). Probaremos que T(B¥X) es compacto.

Usaremos que, en un espacio métrico completo, un conjunto tiene cerradura compacta
si y solo si es totalmente acotado. De esta manera, si ¢ > 0, mostraremos que existen
Y1, .-, Ym €Y tales que

T(BY) c | B-(yy). (5.5)
j=1
Como T,, — T en L(X,Y), sabemos que existe ny € N tal que |1, — T| < /2.
Entonces T,,,(B¥X) es compacto, y por tanto existen yi,...,y, € Y tales que

Tno(BX) - UBa/Q(yj)'

j=1

Sea y € T(B¥X). Entonces y = Tz con € BX, y por hipétesis existe k € {1,...,m}
tal que Ty € BJ,(yx). Se tiene

1y = yelly = T2 = Tagx + Tagx = yrlly < ITlll2llx +Tny —trlly <€/2+¢/2=¢.
Por tanto hemos demostrado (5.5), lo que concluye la demostracion. |

Directamente de este teorema se tiene el resultado siguiente.

Corolario 15 Si {T,,} C L(X,Y) son operadores a rango finito tales que T,, — T en
L(X,Y), entonces T es un operador compacto.
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El reciproco del Corolario 15 es falso en general: (Dar REFERENCIA).

No es dificil probar que es cierto en espacios de Hilbert. En efecto, si H es un espacio
de Hilbert separable y T' € £L(X, H) (X un espacio de Banach), entonces sabemos que
H posee una base ortonormal {e,, : n € N}. Definimos P, € L(H) como la proyeccion

ortogonal en el espacio H, := ({e;, : k=1,...,n}). Entonces se tiene directamente que
P, oT es a rango finito, y se puede probar que, si T' es compacto, se tiene P,oT — T
en L(X, H).

Ver en ayudantia: Composicién de acotado con compacto es compacto.

Visto hasta aqui el MIERCOLES 8 de agosto

5.2. Teoria espectral

Definicién 26 Si X es un espacio de Banach y T € L(X), definimos el conjunto
resolvente de T' por

p(T)={NeR : T — A es biyectivo} C R.
El espectro de T es el conjunto

o(T) =R\ p(T).

Notemos que, por el Teorema del Mapeo Abierto, se tiene A\ € p(T) si y solo si (T —
M) te L(X).

El espectro o(7T") de un operador T se clasifica en sus siguientes subconjuntos:
» El espectro puntual 0,(T) = {A € R : T'— Al no es inyectivo},

» El espectro continuo o.(7) = {A € R : T — A\ esinyectivoy R(T — \) #
BT — M) = X}, y

» El espectro residual 0,.(T) = {A € R : T'— X[ es inyectivo y R(T' — A\) # X }.

Los elementos A € 0,(T") son llamados los valores propios de T'. Para cada uno de ellos,
por definicion se tiene Ey := N(T — M) # {0}. El espacio E, es llamado el espacio
propio asociado a A.

Ejemplo 31 Sea M wun subespacio no trivial, propio y cerrado de H, y sea Py la
proyeccion ortogonal asociada. Entonces o(Py) = o,(Py) = {0,1}.

Demostracion:

Proposicion 25 ParatodoT € L(X) se tiene o(T) es compacto y o(T) C [—||T|, [|T]|]-
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Demostracion:
Sea A € R tal que |A\| > ||T||. Probaremos que T'— AI es biyectivo.
En efecto, dado = € X, u € X resuelve la ecuacién

Tu—u==zx (5.6)

si y s6lo si u = Su, donde
1
Su = X(Tu — f).

Se verifica directamente que S es una contracciéon en X, por lo que el Teorema de punto
fijo de Banach garantiza que existe un tinico u € X tal que Su = w. Por lo tanto T'— A/
es biyectivo.

Ahora veamos que p(T) C R es abierto. Sea A\g € p(T'), y tomemos § > 0 que sera
precisado a continuacion.

Si Ao € p(T'), sea A € Bs(\g). Dado = € X, la ecuacion (5.6) es equivalente a tener

Tu— Xu=x+ (A= Ao)u,
lo que equivale a tener
u= (T —XoI) " (z + (A= Xo)u).

Definimos entonces Su = (T — AI) "' (2 4+ (A — A\g)u). Se obtiene que, para § < ||(T —
MoI)7||7!, se tiene que S es contraccion en X. Por lo tanto existe una tnica soluciéon

u € X de (5.6), y por tanto A € p(T'), lo que demuestra que este conjunto es abierto.
|

Teorema 25 (Alternativa de Fredholm) Sea X un espacio de Banach, y sea T €
K(X). Para cada A € R\{0}, exactamente una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. Existe v € X \ {0} tal que Tx = Az (es decir, X es valor propio).

2. Se tiene (T — N )~' € L(X) (es decir, X pertenece a la resolvente).
Observacion 12 El teorema establece que, para un operador T' compacto se tiene

a(T)\ {0} = 0,(T) \ {0}.

Su nombre se refiere a que, para X # 0, se tienen dos alternativas: o bien la ecuacion
Tx — Az = 0 tiene soluciones no triviales, o bien la ecuacion Tx — A\x = f tiene una
solucion x para cada f.

Visto hasta aqui el VIERNES 10 de agosto

Para la demostracion usaremos el Lema de Riesz (Lema 7) y de los siguientes resultados:
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Lema 10 Si T € L(X) es un operador compacto y A # 0 no es un valor propio de T,
entonces existe 6 > 0 tal que
(T = Nz = 6|]|

para todo v € X.

Demostracion:
Se deja como ejercicio. Sugerencia: probarlo por contradiccion. |

Lema 11 Sea F un evn, E C F un subespacio vectorial cerrado. Siv € F, w € F,
a, € R\ {0} son tales que (T — ad)v, (T — fI)w € E, entonces

1 1
||aTv - BTwH > dist(v, F).

Demostracion:
Basta escribir
1 1 1 1
aTv— BTw: E(T—a[)v— B(T—ﬁ])w+v—w.
Por hipotesis tenemos que (T'— al)v — (T — fl)w — w € E, de donde se concluye el
resultado. |

Demostracion (del Teorema de Alternativa de Fredholm):

Sea A ¢ 0,(T), A # 0. Mostraremos que A € p(T"). Usaremos el Lema 10 y el Lema de
Riez (Lema ?77).

Por el Lema 10 tenemos directamente que V; := R(T — AI) es un conjunto cerrado.
Debemos probar que V; = X. Supongamos lo contrario. Entonces, como T' — A\I es
inyectivo, se tiene que

Visr = R((T = AXI)™) C V,

para cada m € N. (Si V5, = Vi, usando la inyectividad de T"— Al se deduce que este
operador es sobreyectivo, que contradice la hipotesis. Usando induccion se concluye la
afirmacion).

Ahora, aplicamos el Lema de Riesz a la sucesion de subespacios {V,,}: existe una
sucesion {z,} C X tal que z,, € Vi, |zm]| =1y

dist(zm, Vins1) > (5.7)

1
2
para todo m € N.

De las propiedades de esta sucesién deduciremos una contradicciéon a la compacidad
de T'. En efecto, de tal propiedad se tiene que, como {z,} es una sucesion de vectores
unitarios, se deduce que {1z, } posee alguna subsucesion convergente (que denotaremos
con el mismo indice, s.p.g.).
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Por otra parte, tomemos n,m € N con n > m. Entonces (T'—\)z,, € Vi1, (T =Nz, €
Vi1 C Va1 v 20 € V,, C Viiq. Entonces, basta usar el lema 11 con F'=1V,,, E = E,,
ya=L0=\

De tal resultado y (5.7) se concluye que

A

Tz, — Tzl > |7|

Esto contradice el hecho que {T'z,} es convergente, con lo que se sigue que V; = X y
concluye la demostracion. |

Proposicion 26 Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Si T € L(X) es
un operador compacto, entonces 0 € o(T), y ademds todos los elementos del conjunto
a(T)\ {0} son puntos aislados.

Demostracion:

De tener 0 € p(T) se tendrifa que T es un operador biyectivo y por tanto 7! € £(X).
Luego se tendria que I = T o T~! es un operador compacto, lo que contradice que
dim(X) = oo.

Sabemos que o(T") \ {0} = 0,(T") \ {0} Ahora, sea {\,} C 0,(T") \ {0} una sucesion de
valores propios distintos, y supongamos que A, — A. Demostraremos que \ = 0.

El razonamiento que emplearemos es analogo al de la demostracion del Teorema ?77:
construiremos una sucesion de subespacios cerrados de X, pero esta vez creciente. En
efecto, para cada n € N, por definicion existe e, € X \ {0} tal que

(T — M\ 1)e, = 0.
Definimos, para cada n € N, el espacio

E, = {e1,e2,...,e,}).

Dado que los vectores propios e,, corresponden a distintos valores propios, se tiene que
{e1,é€3,...,€,} es un conjunto Li. y por tanto E,, C F, 1 para cada n € N.

Por el Lema de Riesz, existe {u,} C X tal que u,, € E,, ||un]| =1y d(up, En—q) > 1/2
para todo n € N.

Dado que e, es vector propio correspondiente a \,, se tiene

(T = \I)E, C Ep_,. (5.8)

Sean 1 < m < n. Entonces se tiene (T'— A\, [ )u,, € E,—1 C E,, y de (5.8) se sigue que
(T — M\pD)u, € E, 1. Entonces aplicamos el Lema 11 para F = E,, E = E,_1, para

concluir que
1 1 1
||)\—nTun - ETUmH > 5 (5.9)
Por otra parte, de la compacidad de T se sigue que {T'u,} posee alguna subsucesion
convergente. Si A, — A # 0, se tendria una contradiccion con (5.9), de donde se deduce

que A = 0. |

El siguiente resultado resume el analisis espectral de operadores compactos.
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Corolario 16 (Clasificacion del espectro) Sea X un espacio de Banach de dimension
infinita, y T € L(X) un operador compacto, entonces:

1. 0e€o(T),

2. o(T)\{0} = o(T) \ {0},

3. Se tiene uno de los siguientes casos:

a) o(T) = {0},
b) o(T) \ {0} es finito,

c) o(T)\ {0} es una sucesion convergente a 0.

Ejemplo 32 Sea (\,) C R tal que A\, > \py1 > 0 para todo n y N\, — 0. Definir
A0t = 0 por

A(z,) = (An)-
Mostraremos que A es un operador lineal, continuo, compacto y clasificaremos su es-
pectro.

Demostracion:
Es claro que A es lineal. Ademas es acotado pues

| Az|| = Z [Ann| < A1 Z 2] = M| 2].

neN neN

Para todo n > 1 definir A,, : % — ¢! por
A(l’l,mg, ) = ()\1]}1, ceey )\n.’L'n, 0, O, )

Claramente los operadores A, son lineales, acotados y compactos, pues son a rango
finito. Notar que

|A = Ayl = sup Az — Azl = sup Y Mol < M.

lell=1 lell=1 51

Como A\, — 0 para n — oo, se concluye que A,, — A y por tanto A es compacto.
A continuacion clasificaremos el espectro de A.

1. 0,(A) = {\,}. Notar que e, € ker(A — A\,I) para todo k, asi {\;} C 0,(A).
Si A € 0,(A) entonces existe una sucesion no nula (z,) € ker(A — M), lo cual
implica

(M — Nz = 0,

para todo n € N. Como (x,,) es nulo, existe k tal que z, # 0, luego A = \;, y por
tanto {\,} C 0,(4).
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2. or(A) = (. Basta mostrar que para todo A\ ¢ {\,}, el operador A — I tiene
imagen densa. Como )\, — A # 0 para todo k, se tiene e;,/(A\, — \) € 1, y

€k

A=\
( 3

= €.

Luego {e,} C img(A — AI), lo cual muestra la densidad de la imagen.

3. 0.(A) = {0}. Como ker(A) = {0}, A tiene inversa por izquierda A~*. Por el inciso
anterior este operador tiene dominio densa. Si A~! fuese acotado, existiria C' > 0
tal que C||z|| < ||Az|| para todo z € (. Para = = e, se obtiene C' > )\ para todo
k, lo cual es una contradiccién a que A\, — 0. Luego A™! existe, tiene imagen
densa y es no acotado, asi 0 € o¢(A). Como A es compacto, o(A) = {0} Uo,(A),
por tanto o.(A) = {0}.

5.3. Operadores autoadjuntos

Definiciéon 27 Si H es un espacio de Hilbert, decimos que T € L(H) es autoadjunto
siT*=T.

Es decir, un operador autoadjunto es caracterizado por la propiedad

(Tz,y)u = (z,Ty)n Va,y € H.
Los operadores autoadjuntos son la generalizacion de las matrices simétricas.
Ejemplo 33 Si H = R", los operadores autoadjuntos son las matrices simétricas.

Ejemplo 34 Si M C H es un subespacio cerrado de H, entonces la proyeccion orto-
gonal Py es un operador autoadjunto. (Se deja como ejercicio).

Proposicion 27 Sea T' € L(H) un operador autoadjunto. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades.

1. 8i A\, Ao son walores propios de T, distintos y con espacios propios Ey y FEs
respectivamente, entonces 1L Es.

2. Si {entnen son vectores propios de T, el subespacio F = ({e, : n € NI es
wnwvariante bajo T .

Demostracion:
Se deja como ejercicio. |
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Lema 12 Sea A € L(H) un operador autoadjunto tal que (Ax,z)y > 0 para todo
x € H. Entonces A es biyectivo si y solo si my = infj,=1(Az, ) > 0.

Demostracion:
La prueba se basa en las propiedades de la forma bilineal definida, para cada x,y € H,
por

CL(I, y) = (A.%‘, y)H

Claramente a es una forma bilineal, bicontinua (dado que A es acotado) y simétrica
(pues A es autoadjunto). Ademaés se tiene, por hipotesis, que

a(z,x) > malzlla

para todo z € H. Si m4 > 0 entonces a es coerciva. Por el Teorema de Lax-Milgram
(o simplemente por el Teorema de representacion de Riesz), para cada z € H existe un
tnico x € H tal que

(Az,9)u = (2, y)n
para todo y € H. Esto implica que A es biyectivo.
Por otra parte, supongamos que m4 = 0. Entonces existe una sucesion {z,} C H tal

que ||z, ||z = 1 para todo n € Ny (Az,,z,)g — 0. Como a es simétrica, define un
producto interno. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para este producto se tiene:

HA‘TnH%I = (AxnvAxn)H = (Agxn,xn)H = a(ALul‘n)
< a(Azy, Axn)l/Qa(:Bn, :Bn)l/2

5.10
= (Aza:n, Axn)}{/Q(Axn, xn)}f ( )
1/2
< AL Az | 1 (A, )2
para todo n € N, y por lo tanto
1/2
Azl < AN (Azn, 2,)12, (5.11)

lo cual implica que ||Az,||g — 0. Teniendo en cuenta que ||x,||z = 1 para todo n € N,
esto implica que A no es biyectivo. |

Proposicion 28 Sea T € L(H) un operador autoadjunto. Definamos

m = inf (Tu,u), M = sup (Tu,u).

flull=1 llull=1
Entonces

J(T) C [mv M]: {mv M} C J(T) Yy HT”E(H) - mé,x{|m|, |M|}
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Demostracion:

Si A < m, por el Lema 12 aplicado al operador A =T — Al obtenemos A € p(T'). Para
A > M se obtiene la misma conclusion analizando el operador A\I — T, y por lo tanto
se tiene o(7T") C [m, M].

Por el mismo Lema para los operadores T—mI y MI—T se deduce que {m, M} C o(T).
Se deja la identidad ||T'|| sy = méx{|m|, |M|} como ejercicio.

Sugerencia: Una desigualdad es directa. Para la restante, dados € H y r > 0, defina
2, =rw+r 'Tx, T, =rx — r Az y pruebe que

4||TJIH§1 - (T‘rT7IT>H - (T«%r;jr>H' (512)

2 _ [[Tz|u

Luego tome r* = , acote el lado derecho de (5.12) y concluya. ]

De la proposicion anterior se tiene directamente el resultado siguiente.

Corolario 17 Si T € L(H) es un operador autoadjunto tal que o(T) = {0}, entonces
T =0.

Teorema 26 (Descomposicion espectral de Hilbert) Sean H un espacio de Hil-
bert separable y T € L(H) un operador compacto autoadjunto. Entonces existe una
base hilbertiana {e,}n de H formada por vectores propios de T, cuyos valores propios
{A\n}n son tales que A, — 0.

Demostracion:

Sean {\, }nen €l conjunto de valores propios distintos de 7' (tomaremos Ay = 0 si es
valor propio, y se supondra que se trata de un conjunto numerable, el caso finito se
prueba de la misma forma).

Sean Fy = ker(T),y E, = ker(T — \,I) para todo n > 1. Entonces se tiene £, # {0}
para todo n > 1. Veamos que dim(FE,) < co: Si z € By N E,, entonces

1 1
Tr = )\—anL‘ S )\—nT(Bl)7

de donde resulta que B; N E, es compacta, y por tanto E, tiene dimension finita.
(Ep podria tener dimension infinita, o ser trivial). En todo caso, E,, es un subespacio
cerrado de H para todon > 0, y cada espacio tiene una base ortonormal (finita, excepto
eventualmente para Fj).

Por la Proposicion 27, E, 1L E,, siempre que n # m para todo n,m > 0. Por lo tanto,
la unién de las bases de todos estos subespacios proporcional un conjunto ortonormal
numerable {e,} de H.

Probaremos que este conjunto es completo. Sea F := ({e,})

De nuevo por la Proposicién 27 se tiene que T(F+) € F*, por lo que Tp := T|pL €
L(F1). Probaremos que se tiene Ty = 0. Para esto, sea A\ # Ovalor propio de T.
Entonces existe u € F'+ C H tal que Tyu = \u. En particular A = )\, para algtin k£ > 0
y entonces u € Ej, C F. Por lo tanto u € F'N F+ = {0}. Por lo tanto o(Tp) = {0}, y
del Corolario 17 se sigue que T = 0.
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Esto implica que T'= 0 en F*, de donde F* C ker(T) = Ey C F. Entonces F-- = {0}
y por lo tanto F' = H. Es decir, {e,} es una base ortonormal de H. |

Corolario 18 Del Teorema 26, se tiene

Tzii%Rm
n=1

en L(H), donde Pg, es la proyeccion ortogonal en E,, := ker(T —\,I) para todon > 1.
Si dim(E,) =1 se tiene Pg,x = (x,e,)ge, para cada x € H.

Ejemplo 35 Consideremos, para cada f € L*(Q), la ecuacion

Au=f Q
{ w="0, 0. (5.13)

Como vimos en el ejemplo 77, la ecuacion (5.13) tiene solucion unica para cada f €
L3(9).
Definimos el operador

T:L*Q) — H(Q)

por

Tf=u,

donde u € H}(Q) es solucion de la ecuacion (5.13). Veamos que T es autoadjunto:

Demostracion:
Dado g € L*(Q2), consideremos la ecuacion
—Av=yg, Q
{ _ o a0, (5.14)

que posee una tnica solucién v € H}. Entonces

(Tf,9)r2 = /QVU~Vvdx =(f,Tq)re,

lo que implica que T es autoadjunto. |
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5.4. Problemas certamenes
Ejercicio 21 (P1 C3 2016-1) Sea H un espacio de Hilbert.

(a) Sean T € K(H) (operador compacto), y {gn} una sucesion ortonormal. Probar
que lim, o T'g, = 0.
Sugerencia: pruebe que {g,} es débilmente convergente.

(b) Sea {e,} una base ortonormal de H. Probar que siy_ || Te,||* < oo entonces T es
un operador compacto. Decimos que T es un operador de Hilbert - Schmidt.
Para esto:

(1) Demuestre que el operador T definido por Tz = Zivzl
pacto.

(ii) Pruebe que T = limy oo Ty en L(H).

(x,e,)Te, es com-

(111) Concluya.

(¢c) Sea T un operador de Hilbert - Schmidt. Demuestre que la suma del inciso
anterior no depende de la base ortonormal de H.

Demostracion:

(a) Por la desigualdad de Bessel para todo g € H

> Kgn ) < llgl®

n>1

tal serie es convergente, sigue que (g,,g) — 0 para todo g € H. Por Teorema de
Representacion de Riesz es claro que g, — 0. Como T es un operador compacto,
se concluye que T'g, — 0.

(b) Sea T € L(H) tal que Y, ||Te,||* < co donde {e,} es una base ortonormal de H.
Definir para todo N € N el operador

N
Tnx = Z(x, en)Te,, VreH

n=1

el cual satisface Ty € L(H) pues por bilinealidad del producto interno Ty es
lineal y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

N N
Tyl < K en)| - [Tenll < 2D I Ten]
n=1 n=1
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para todo x € H, lo cual implica ||Ty|| < co. Méas atn, para todo N el operador
Ty tiene rango finito, por lo cual Ty € K(H) para todo N. Se tiene entonces por
Cauchy-Schwarz

| T2 — Tye|? < (Z (2, en)] - ||Ten||) < <Z<x, >> (Zumn?)

n>N n>N n>N

utilizando la desigualdad de Bessel y dado que (||Te,||), € ¢*

IT = Tllzgy < DI Teall* =0

n>N

a medida que N — o0o. Sigue que T € IC(H) por ser limite uniforme de operadores
compactos.

(c) Sean {e,} vy {fx} bases ortonormales de H, por la identidad de Parseval obtene-
mos

STl = 305 [T, fidl = 353 e T fidl =0 S5 en, T fi)] = ST full?
n n k n k k n k
por otro lado

ST FllP =D KT fio )l = DD N e Tl = Y _IT ful?

luego la suma no depende de la eleccion de las bases. Mas atin, se tiene que 71" es
un operador de Hilbert-Schmidt ssi 7™ es un operador de Hilbert-Schmidt.
Obs.: El hecho que en (M se haya podido intercambiar la suma, sigue del siguiente
resultado estudiado en Teorfa de la medida, aplicado al espacio N con la o-algebra
usual y la medida de conteo.

Resultado. Sea f, : (2, A, 1) — [0,00] una sucesion de funciones medibles,
entonces y . f,(z) es medible y

[ si@an=3 [ pwin

n>1 n>1

Ejercicio 22 (P2 C3 2016-1) Denotamos x € H := (* por x = {x,} = (v1,22,...).
Definimos los operadores
Syx = (0,21, 22, .. .),

Sl.%’ = (332,.%3, .. .),

(operadores shift a la derecha y shift a la izquierda, respectivamente).
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(a) Determine las normas de cada uno de estos dos operadores. Determine si son
compactos.

(b) Identifique el adjunto de cada operador.

(c) Encuentre el espectro, el conjunto de valores propios, y los correspondientes es-
pacios propios, para cada operador S, y S

Demostracion:
Sean z,y € 2, notar que

<er,y> - Z ’mnyn—i-l‘ = <.’L', Sly>

n>1

luego (S,)* = S;. Daremos por sentado este hecho y no haremos referencia a este cuando
sea utilizado.
Notar que

IS,2l3 =D laal® = llz5

n>1

sigue que [|S;[] = 1y IS = [[(S)* ]| = [15:]] = 1.
A continuaciéon determinaremos el espectro y el espectro puntual de los operadores
Shift.

1. B(0,1) = o(S)) = o(Sy): Notar que
1571 =153l =1
para todo n € N, luego

ro(S1) = I IS = ro(Sa) = lim ||| =1

sigue que o(5;),0(S;) € B(0,1).

Veamos que B(0,1) C 0,(S;). Sea A € B(0,1), si A = 0 es claro que = =
(1,0,...) € ker(S; — A), si A # 0 entonces (S; — A\)z = 0 implica x, = Az,
para todo n > 2, por recursion es facil ver que x,, = A" 'z para n > 1, entonces
=z (LA ...,\",...) € £?ssi|A| <1 (via producto interno esto es directo),
luego tomando en particular z; = 1

Sir = (MM N ) = AL AL ) = A

en cualquier caso ker(S; — \) # {0}.
Por lo anterior

B(0,1) C 0,(S)) C o(S;) € B(0,1)
como el espectro es un conjunto compacto, tomando cerradura se obtiene
a(S)) = B(0,1).

Ahora A € o(S)) ssi Sy — A no es invertible ssi (S) — A)* = Sy — A no es invertible
ssi A € 0(S,), concluimos entonces que o(Sy) = B(0, 1).
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2. 0,(S;) = B(0,1): Por el resultado dado en 1. basta probar que dB(0,1)No,(S;) =
(. Sea A € 9B(0,1)No,(S:), entonces |A| = 1y ker(S; — A) # {0} entonces existe
un vector no nulo € ¢, Sz = Az de ello z,, = A\z,_; para n > 2 entonces
z=mx1(1,\, N\ ...) € (2 pues |A| = 1. Se concluye que 0,(S;) = B(0,1).

3. 0,(Sq) = 0: Si X € 0,(S4) entonces existe un vector no nulo = € %, Sz = Az lo
cual implica Axry = 0y x, = Ax,41 para n > 1, de ello es directo concluir que
x = 0, por lo cual S; no posee valores propios.

Para A € B(0,1) el espacio propio asociado es N(S; — AI) = span{(\"),>0}. Puesto
que B(0,1) = o(S;) = 0(Sg) C £? son conjuntos no numerables, por Teorema visto en
aula, es directo concluir que Sy, S; no son operadores compactos. |

Ejercicio 23 (P3 C38 2016-1) Sea T € K(H) autoadjunto y positivo. Demuestre que
existe un operador S € K(H) tal que S*> =T (que denotaremos por S = /T = T'/?).
Pruebe que S es el unico operador acotado positivo con tal propiedad.

Sugerencia: Use el Teorema de descomposicion espectral para T, y defina S de manera
conveniente.

Demostracion:
Se cumplen las hipotesis del Teorema Espectral para T', por lo cual

Ty = ZM@ k) O
>1

donde {¢y} es un sistema ortonormal de vectores propios de 1" asociados a sus res-
pectivos autovalores {\;}. Més atin, como 7" es un operador autoadjunto y positivo se
verifica que A\, > 0 pues si x; es autovector asociado a Ay

(Tay, z) = (Mg, 1) = Melzn]|? > 0

como |lx|| > 0 por ser autovector, se tiene Ay > 0 para todo k (claro que A\; # 0).
Definimos el operador lineal S : H — H por

k>1

el cual es compacto y autoadjunto por el Teorema Espectral, pues {¢,} es un conjunto
ortonormal de vectores en H y /A — 0. Claro que

S’ =D V(S i) i = ZW<Z¢_x¢]¢],¢k>¢k

k>1 k>1 >1

= Z\/_ T, Gr) Pk, Pr) P

k>1

k>1
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por lo que S satisface las condiciones requeridas.

Sea Q € K(H) autoadjunto tal que Q? = T. Es claro que todo vector propio de @ es
también vector propio de 1"y viceversa. Denotando {g;} el conjunto de valores propios
asociados a tales vectores propios, () es necesariamente de la forma

Qu =Y q;(z,0;)0;.

Jjz1

Se ve que
Q>0 = qio; = Ajo; = T
luego qJQ- = J; para todo j. Como () es un operaor positivo sigue directamente que

¢; = +/A; para todo j. Se concluye que () = S, lo cual demuestra la unicidad del
operador. [

Ejercicio 24 (P1 C3 2017-1) Considere el operador T definido en L*([0,1]) por

Tf(x) = /0 T, Ve e 0.1]

Pruebe que T € L(L*([0,1])) y que T es un operador compacto. Determine su espectro.

Demostracion:
El operador T es lineal por la linealidad de la integral. Para la continuidad, utilizando
la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1 1 2
1T f 11720 5/0 (/0 X[O,Iw}(tﬂf(t)’dt) dx

<[ 1 (/ o war) (| 1 o)t do

1
= §||f||%2([0,1])-

Por lo tanto T € L(L*([0,1])).
Ahora, sea f € B(0, R) C L*([0,1]), entonces

1
T fllz2 o, < ER

por lo que TB(0, R) es un conjunto acotado. Dados z,y € [0, 1]

1—x

Tf(x) = Tf(y)l =

f(t)dt\ <l = ylllfl2ony < Rl — ol

1—y

asi TB(0, R) es un conjunto uniformemente equicontinuo. Por el Teorema de Ascoli-
Arzela TB(0, R) es un conjunto precompacto en (C([0,1],|||oc). Por ultimo, como
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[Nl z20.17) < |l-llsos via sucesiones se ve que T'B(0, R) es precompacto en L*([0, 1]), por
lo cual T" es un operador compacto.

De lo anterior se tiene que T'(L?([0,1])) € C([0,1]). Como T es un operador compacto,
o(T) = {0} U {\,}. Para cada valor propio A > 0, existe f € L? no nula tal que

Tf = \f. Por lo tanto
1—x
= / f(t)dt (5.15)
0

de donde se ve que f € C'([0,1]) por TFC. Derivando (5.15) se tiene

AM(z)=—f(1—2x)= ——/ (@) (5.16)
y derivando nuevamente (5.16) se obtiene la EDO

N (x) = (). (5.17)

De (5.15) y (5.16) obtenemos f(1) = 0y f’(0) = 0 respectivamente. Las soluciones
de (5.17) con f'(0) = 0 son multiplos de f(z) = cos (£) . De la condicién f(1) = 0 se
obtiene que A, = 2/((2n — 1)7). Por lo tanto

o(T) ={0} U {(Qn%)w}nx
|

Ejercicio 25 (P2 C3 2017-1) Si H es un espacio de Hilbert, pruebe que un operador
T € L(H) es compacto si y solo si T* es compacto.

Sugerencia: Si {x,} C H es acotada, acotar | T*z,, — T*x,,||* usando la definicion de
T*.

Demostracion:

Suponer T' compacto y sea {z,}, C H una sucesion acotada, digamos por M > 0.
Como T™ es lineal continuo, sigue que la composiciéon TT™* es un operador compacto,
asi {TT*z,}, tiene una subsucesion convergente, digamos {TT*z,, };. Para k > j
tenemos

HT*xnk - T*xnj H2 <TT*(xnk l’n].), Ly, — xnj>
< |TT*(xn, — xng)”Hxnk - $ng||
y este tltimo converge a cero a medida que j — oo, por lo que {T™*x,,, } es una sucesion

de Cauchy, y por tanto convergente. Luego T* es compacto.
Ahora, si T* es compacto, por lo anterior T** = T es compacto. |
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Ejercicio 26 (P3 C3 2017-1) Sea H wun espacio de Hilbert y By su bola unitaria
cerrada. Demuestre cada una de las siguientes afirmaciones

1.
2.
3.

El congunto de puntos extremos de By es S :={x € H : ||z|| = 1}.
El operador proyeccion em By estd dado por la proyeccion radial.

Si P € L(H) es un operador proyeccion (P? = P), entonces P es una proyeccion
ortogonal si y solo si P es autoadjunto.

Demostracion:

1.

Probaremos que los puntos extremos de D C C son los puntos en la circunferen-
cia unitaria. Por definiciéon los puntos extremos de un conjunto convexo deben
pertenecer a la cerradura topologica del conjunto, por lo cual, necesariamente
los puntos extremos de D tienen médulo 1. Sea z € extD con |z| = 1. Existe
0 € R tal que z = cosf +isinf. Asumir z = tA+ (1 — t)p para algan ¢t € (0,1) y
A, it € D. Por desigualdad triangular [A\| = || = 1 y por tanto existen o, 5 € R
tal que A = cosa + isina y p = cos f + isin 8. Entonces

1 =cos?0 +sin”0 =1+ 2t* — 2t + 2t(1 — t) cos(a — )

lo cual implica cos(aw — ) = —1, esto es, « = § + (2k + 1)7 para algiun k € Z.
Luego A = =1, lo cual demuestra lo que enunciado al principio.

Sea & € Sy y suponer que £ = tn + (1 — t)v para algunos n,v € By y t € (0,1).
Tomando producto interno

L=1t(n, &) + (1 =1){n,&)

y por Cauchy-Schwarz se tiene que 1 esta expresado como combinacién lineal
de elementos en el disco unitario D. Siendo 1 punto extremo de D se tiene 1 =
n,&) = (v,&). Como se tiene igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
existen A;, Ag € C tales que n = M&y v = A& Notando que 1 = (n,§) =
A (€, €) = Ap, idem para v, se tiene n = v = £ y por tanto £ € extBy.

El conjunto By es cerrado y convexo, por esto la proyeccion sobre By viene dado
por la solucién al problema min,ep,, || — v||. Si v = 0 entonces x = 0, asumimos
v # 0. En tal caso todo, x € H puede ser escrito x = A + w donde v L w. Por
pitégoras se tiene ||z]|? = A\?||v[|? + ||w]]? luego ||z —v[|* = (1 —X)?||v||* + ||w|*. Si
T € By entonces A\v € By, y ||v — \v||? < ||z —v]|?. Considerando V' = span{v} se
tiene mingep, ||z — v|| = minyyep,, (1 — A)?||v||>. Como \v € By ssi |A| < 1/][jv]| el
problema de minimizacion es resuelto por A = min{1,1/|[v||} = 1/max{1, ||v| },
esto es, © = v/max{1, ||v||}. El operador proyecciéon buscado es

T x, lz|| <1
rT = - =
max {1, [lz[|} o ezl > 1

ll]l?
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Suponga que P es un operador de proyeccion ortogonal. Existe E < H cerrado
tal que P = Ppg, por descomposiciéon en suma directa, sean £ = g + gL, n =
NE + NpL € H entonces

(P&, n) = (Ee:ne +npr) = (Eene) = (&, Pn)

sigue que P es autoadjunto.
Suponer P autoadjunto. Definamos

E={¢eH :P¢=¢} =ker(I — P)

el cual es un subespacio cerrado pues P es acotado. Dado £ € H notar que
£ = P&+ (I — P)E con PE € E, pues P(PE) = P26 = Péy (I — P)é € E+ pues
para todo n € E se tiene

(n, (1= P)§) = (Pn,(I = P)§) = (n,(P — P*)¢) = 0.

Por la unicidad de suma directa H = E® E* se tiene ImgP = E'y E+ = Img([ —
P). Notando que P&g = P(P§) = P*¢ = P¢ = &gy Pépr = P(I — P)§ =0 se
tiene P|gp = I|p y P|lg1r = I|g., se concluye que P = Pg.

Ejercicio 27 (P1 C3 2018-1) Sea H un espacio de Hilbert real, y T € L(H).

1.

Demuestre que el operador adjunto T™* estd caracterizado como el elemento en
L(H) que cumple la identidad

(Tz,y)yg = (x, T"y)y Vx,y € H. (5.18)
2. Pruebe que la identidad (5.18) implica que || T*|| 2y = || T 2oy -
3. Pruebe que T*T es un operador autoadjunto.
4. Demuestre que o(T*T") C [0, 00)
5. Pruebe que ||T°T || z(m) = ||T||2£(H).
Demostracion:
1. Por definicion T* : H* — H*. Si ¢ € H* entonces (T*¢)x = ¢(Tz) para todo

x € H, y por Riesz existe y € H tal que p(x) = (z,y)y para todo z € H.
Entonces (T*¢)x = (T'z,y)n, y nuevamente por Riesz se deduce que existe Ty
representante de Ty, por lo cual

(T*y,x) = (Tx,y), Vr,y € H.
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2. Tenemos
ITy|1* = (T*y, T*y) = (TT"y,y) < ITTyllllyll < ITIIT*ylly]
entonces
[Tyl < IT[lllyll, vy e H,

de lo cual | T|| < ||T*||. La identidad obtenida en el inciso 1. es simétrica, de lo
cual se sigue la igualdad deseada.

3. Para todo z,y € H

(T"Tx,y)g = Tz, Tx)y = (x, T*Ty)y.

4. Para todo v € H
(T*Tx,2)y = (Tx, Tx)y = || Tx||3 >0,

asi inf,cpy(T*Tz,x) > 0. De la proposicion (28) se obtiene o(T*T) C [0, 00).

5. Del hecho
ITTall < T ITWell, Vo € B
y que |[T*|| = ||T|| se sigue que [|T*T|| < ||T||>. Vemos que
|Tz||* = (Tx, Tx) = (T*Tz,x) < [|T*T||||=||*, Vo€ H
luego ||T||? < [|T*T|| y se sigue la igualdad.
|

Ejercicio 28 (P2 C3 2018-1) Consideremos H = L*([0,1]), y definimos T : H — H
por

71 = [ sy
0
1. Demuestre que T € L(H).
2. Determine el operador adjunto T*.

3. Demuestre que
17 @) = [ty +a [y (5.19)

y deduzca que eziste K : [0,1]> — R continua tal que TT* f(z) = fol K(z,y)f(y)dy.
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4. Pruebe que S :=TT* € L(H) es un operador compacto autoadjunto.
Sugerencia: Dada {fn}nen C L*([0,1]) acotada, aplique el Teorema de Arzeld-
Ascoli a la familia {Sf,}nen en el espacio adecuado, concluya.

5. Determine el espectro de TT*, y deduzca las normas [|[TT*| zcay y | T 2em)- Su-
gerencia: Para determinar los valores propios, obtenga, a partir de (5.19), una
ecuacion diferencial en (0,1) con condiciones en los extremos.

Deberd obtener ||T||zcmy = 2/

Demostracion:

1. Claramente T es lineal por la linealidad de la integral. Para toda f € H se tiene

\!Tf!|2:/01 (/Oxf(t)dt> dw</ (/ e Mt) (/ Mt) B
< ([ o) ([ vrora)

1 2
= SIIfIP.

Por lo tanto '€ H y ||T|| < 1/v/2.
2. Dados f,g e H

(Tf,g)m:/ol(/o f(t)d ) d:v—// Yo (0 (£)g(x)dtd

donde x denota la funcién indicatriz de un conjunto. Como x4 (t) = x(t, 1)(z)
para todo z,t € [0, 1], por el Teorema de Fubini

wroe= [ [ xev@sas= [ o ([ o) i

Por lo tanto
1
T9(0) = [ gla)ds, Vg L2(0.1).
y

3. Paratoda f € H

TT*f(gc):/O T*f dy—//f \dtdy
Z—/O( f() ydy+y/f t)dt
:=Aﬁmwmy+xétﬂw@

Yy=x

y=0
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Entonces la funcion K buscada debe satisfacer

K@wﬁzy’ogygx (5.20)
r, x<y<l

de ello, deducimos que K(x,y) = min{x,y} (evidentemente continua) satisface
TT™ f / K(z,y)f

4. Sea z,, — x. Como K es continua, K(z,,y) — K(z,y) para todo y € [0, 1].
Ademés K(-,y)f(y) € L? C L' y |K| < 1. Por TCD tenemos

S (i) = / K (2 9) f (y)dy — / Kz, 9)f (y)dy

asi S(L?([0,1])) € C([0,1]). Ahora, si {f,} C L? es acotada, {Sf,}, verifica ser

(uniformemente) acotada

St < [ K )l w)ldy < ( / 1 Ifn(I)IQdZL"> Yo

Por altimo, veamos que {Sf,}, es equicontinua. Sean z, z € [0, 1]. Primero, no
es dificil probar que K verifica

|K($,y) - K(Zvy)’ < ’3: - Z‘
asi
1 1 1/2
80) = SN < [ o= 2Afwldn <le—ol ([ 1fs0)Pds) < blo -,
0 0
Por el Teorema de Ascoli-Arseld, existe una subsucesion tal que Sf,, — g en
C([0,1]). Como la norma L? esta acotada por la norma del supremo, sigue que

Sfn. — g en L*([0,1]). Se concluye que S es un operador compacto. Ya fue
probado que S = TT* es autoadjunto.

5. Como TT* es compacto, o(TT*) = {0} U{\,}. Cada valor propio A = \,, > 0 es
tal que existe f € L? no nula tal que Sf = \f. Por lo tanto

A(x) = /0 i )dy + [ty (5.21)

obteniéndose que f € C?([0,1]) por TFC. Derivando (5.21) obtenemos

A() = o f () + / F(y)dy = / e (5.22)
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y consecuentemente

Af'(x) = = f(z). (5.23)
De (5.21) y (5.22) obtenemos f(0) = 0y f'(1) = 0 respectivamente. Las soluciones
de (5.23) con f(0) = 0 son multiplos de f(xz) = sin (%) De la condicion
f'(1) = 0 se obtiene que

0=f'(1) = %cos <%>

de lo cual A\, = 4/((2n — 1)m)%. De (5.23) se ve que 0 no es valor propio, asi
o(TT*) = {\,}. Siendo TT* autoadjunto, se sigue que

. « 4
|TT*| 22y = max{|A| : A € o(TT*)} = Ay = = (5.24)

Sigue entonces que ||T']| = 2/.
[ |

Ejercicio 29 (P38 C8 2018-1) Sea H un espacio de Hilbert separable en R, y sea T €
L(H) compacto autoadjunto. Para cada A € vp(T)\ {0}, denotamos por Py al operador
proyeccion ortogonal sobre Ey = ker(A —T'). Sea y € H. Probar que la ecuacion

Tex =y
tiene solucion si y solo si se satisfacen las dos condiciones siquientes:

1. y € (ker(T))*:, y

P 2
gy Bl

22
Aevp(T)\{0}
Y en tal caso, se tiene que las soluciones estan dadas por
Pyy
r==z —=, z € ker(T).
D DR AR

Acup(T)\{0}

Obs: Se ha denotado vp(T) = {\ € o(T) : X es valor propio de T'}.

Demostracion:

Dado que T es compacto, se tiene que o(T) \ {0} = vp(T) \ {0} = {A\x}, conjunto
numerable de valores propios,.

Para cada k > 0, sea P el operador proyeccion sobre Ej, := E),, con Ey = ker(T).
Como T es autoadjunto, por el Teorema Espectral se tiene

To =Y MDPer, Vo€ H. (5.25)

k>1

Ademas, sabemos que E, 1 E,, paracadan # m,y H = @ Ey.
k>0
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) Dado y € H suponga que existe x € H tal que Tz = y. Entonces

y="Tzr = Z M Ppx € @ B, = ker(T)L

k>1 k>0

Entonces

para cada k > 1. Por tanto

1Pl ||Pky||2 vnmu
2 =2 e =2 e = 2 IRl < el

Aevp(T)\{0} k>1 k>1 k>1

<) Sea z € H, y supongamos (a) y (b). Dado z € ker(T), definimos

Por (b) se tiene que x estd bien definido. Ademaés, por (5.25) se tiene

T:U—TZ—I—Z )\ —() Z)\k kY ZPIJJ
k

k>1 k>1 k>1

Por la descomposicion de H en los subespacios Ej, se tiene y = > k>0 Fry, y dado
que y € ker(T)*, se tiene Pyy = 0, de donde y = >, Pry. Concluimos que
Tr =y. -

Ejercicio 30 Sea H un espacio de Hilbert real.

1. Demuestre que si{x,} C H es tal que x, — x y ||x,||lg — ||x|| g entonces x,, — x
en H.

2. Si{e,} C H es un conjunto ortonormal, pruebe que e, — 0.

3. Exhiba una sucesion {x,} C H que converja débilmente y cuya norma converja en
R, tal que {z,,} no converja en H. Explique por qué esto no entra en contradiccion
con el inciso 1).

4. Sean H = H'(0,1) y M = H}(0,1) Determine explicitamente M.

Demostracion:



104

CAPITULO 5. ESPACIOS DE HILBERT Y TEORIA DE OPERADORES

. Notar que, por el Teorema de Representacion de Riesz, z,, — = equivale a decir

que (x,,y) — (x,y) para todo y € H. En particular se tiene (x,,x) — (z,z).
Por definicién de norma inducida por un producto interno tenemos

lzn = 2l|* = llzall® = 2(zn, 2) + 2] — ll2ll* — 2(z, 2) + [|2]* =0, (5.27)

es decir, x,, converge fuerte a x.

Por el Teorema de Representacion de Riesz, basta probar que (e,,y) — 0 para
todo y € H. Dado y € H, como {e,} es un conjunto ortonormal ortonormal, por
la desigualdad de Bessel tenemos

> Hewmy)l? < llyl* < o0

neN

siendo la serie de coeficientes finita, sigue que el término general converga a cero,
lo cual es precisamente lo que debiamos probar.

Si {e,} C H es una base ortonormal, entonces por el inciso anterior e, — 0y
llenll = 1 pra todo n € N. Sin embargo, del hecho |e, — e,]| = 2 para todo
n # m se deduce que {e,} no es de Cauchy, y por tanto no converge en H. Lo
anterior no contradice el inciso 1) pues la norma del limite débil no coincide con
el nimero al que converge la norma de la sucesion.

Recordemos que el espacio de Hilbert H} () esta dotado del producto interno

(u,v) Hi©) = /QVu(a:) -Vou(x)de.

Ahora, el complemento ortogonal de H{(0,1) se define por

H(0,1)" = {ue H'(0,1) : (u,v) =0, Yo € Hy(0,1)}. (5.28)

Hg(0,1)

Dadas v € H*(0,1) y v € H}(0,1), notamos que

(—u",v) = (W', V) = /0 o' (z)v'(x)dz (5.29)

donde (-, -) denota el producto en dualidad. Si consideramos en H'(0,1) el ope-
rador diferencial P = —"| entonces por (5.29) se tiene que (u, U)H&(OJ) = 0 para
toda v € H}(0,1) es equivalente a (Pu,v) = 0 para toda v € H'(0,1), y esto
ultimo equivale a Pu = 0 en D’(0,1). Luego (5.28) toma la forma

H3(0,1)* = {u € H(0,1) : Pu=0en D'(0,1)}.
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Ejercicio 31 (P2 CG 2018-1)

1. Sea H un espacio de Hilbert separable. Sean K C H un conjunto no vacio cerrado
y convexo, y a : Hx H — R una forma bilineal, bicontinua, coerciva y simétrica.
Dado f € H*, definimos para cada v € H

J(v) = %a(v,v) — f(v).
Demuestre que existe un unico u € K que minimiza J en K y que estd caracte-
rizado por
a(u,v—u) > f(v—u), Yv € K. (5.30)
Para esto

a) Pruebe que H, = (H,a(-,-)"/?) es un espacio de Hilbert.

b) Sea w € H resultante de aplicar el Teorema de Laz-Milgram a la forma
bilineal a y al funcional f en H. Sea u = Piw proyeccion de w al convexo
K en H,. Demuestre que se tiene (5.50).

c) Demuestre que
2[f(v —u) —a(u,v —u)] < alv—u,v—u), Yo € K.
d) Concluya.
2. Considere H = H}(0,1). Definamos

J(v) = %/01 W (2)[2dx — /Olv(x)dx

para cadav € H}(0,1) y K = {v € H}(0,1) : |v(z)| <1, Vz € (0,1)}. Demuestre
que J alcanza un minimo en K.

Demostracion:
1. Supondremos que H es un espacio de Hilbert real.

a) Debemos probar que a define un producto interno en H y que este es completo
con la norma inducida. La simetria y bilinealidad de un producto interno se siguen
por hipoétesis para a. Notar que la coercividad de a implica directamente que a es
definida positiva, y mas la continuidad x = 0 si y solo si a(x,x) = 0, asi a define un
producto interno en H y consecuentemente a'/? es una norma en H. Resta ver que
el espacio H, es completo. En efecto, si {z,} C H, una sucesion de Cauchy, por la
coercividad de a se tiene

a(Tr, — Ty Ty — L) > |2 — xmn%{v a>0

luego {z,}, es una sucesion de Cauchy en H, y por tanto converge a algtn = € H,
que por la continuidad de a satisface

a’(xn — T, Ty — ZE) S CHwTL - l’”%{, C >0

de lo cual se sigue que z, — = en H,.
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b) En efecto, se verifican las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram sobre la forma
bilineal a y el funcional f, por lo cual es posible halar un tnico w € H tal que
a(w,v) = f(v) para todo v € H. Al definir u = Pfw (el cual existe pues K es
convexo no vacio), por caracterizacon de proyeccién sobre un conjunto convexo en
el espaciod e Hilbert H, se tiene la desigualdad

alw—u,v—u) <0, Yo e K
de lo cual se sigue
flv—u)—alu,v—w) =alw,v—u) —a(u,v —w) =alw—u,v—u) <0, Vo e K
lo cual prueba (5.30).

¢) Como vimos en el inciso (a), la coercividad de a implica que es definida positiva,
asi de (5.30) se tiene

2[f(v—u) —a(u,v —u)] <0 <a(u—v,u—v), Vo € K. (5.31)
d) Si desarrollamos por completo (5.31) vemos que

fv) = f(u) —a(u,v) + a(u,u) < =a(v,v) — a(u,v) + %a(u, u), Yo € K

N

que reordenando es equivalente a

%a(u, u) — f(u) < %G(%U) — f(v), VWwe K.

Es decir, tenemos J(u) < J(v) para toda v € K, as{ u minimiza a J en K, el cual es
Unico pues w es unico por Lax-Milgram y la proyeccion sobre un convexo, cerrado
y 1no vacio en un espacio de Hilbert (en este caso H,) es tnica.

2. El conjunto K esta bien definido gracias a las inyecciones de Sobolev. Probar que K
es no vacio, cerrado y convexo es directo. Definamos la forma a : H x H — R por

la cual verifica ser lineal por coordenada (heredada de la linealidad de la integral),
evidentemente simétrica, cooerciva pues

1! 1
ofuu) = 5 [ W @)Pde = 5l
0

y bicontinua, pues por Cauchy-Schwarz

ool <5 [ Wity ([ weka) ([ Wera) = dgellmon
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Por dltimo, f : H}(0,1) — R definida por f(v) = fol v(x)dx es lineal (linealidad de
la integral) y continuo, pues, utilizando Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Poincaré,
existe C' > 0 tal que

i< [ i< ( [ o) Tec ([ wwpa) o,

Se verifican las hipotesis del item 1., luego J(u) := a(u,u)/2 — f(u), v € H alcanza un
Gnico minimo en K. |



