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Prefacio

E stimados alumnos, en el contexto de la asignatura MAT 024 que se dicta en nuestra Universidad,
me es grato presentar esta versién actualizada de mis apuntes que contienen tépicos de Célculo
Integral en varias variables y Célculo Vectorial, la cual incluye correcciones de la versién anterior.
El principal objetivo de estas notas es ofrecer un material de consulta acorde a los contenidos

tratados en clases.

Es importante sefialar que estos apuntes no reemplazan a los libros de la Bibliografia del programa
de la asignatura, ni tampoco a los que cito en la Bibliografia al finalizar estos apuntes. Por esta
razon, recomiendo revisar aquellos libros con la finalidad que puedan profundizar en el estudio
de los contenidos aqui tratados y, de esta forma, puedan conocer puntos de vista diferentes a los

expuestos aqui.

Agradezco desde ya los comentarios y sugerencias que ustedes puedan hacerme llegar para
mejorar estas notas y corregir erratas que puedan existir. Para ello, pueden contactarme por correo

e-mail a:

Espero que este material les sea de utilidad.

Atte.
Salomén AlarcOn Araneda.

Valparaiso, 1 de Marzo de 2017


mailto:salomon.alarcon@usm.cl
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Calculo integral en varias variables






Capitulo 1

Funciones definidas por una integral

E: o presente capitulo estudiamos las propiedades de continuidad, derivabilidad e
integrabilidad de funciones de la forma

F(z) = /J f () dy,

donde f : I x J C R? — R es una funcién e I, J son intervalos en R.

1.1. Funciones definidas por una integral definida

Sif:[a,b] X [c,d] = R es una funcién continua sobre [a, b] X [c, d], entonces para cada z fijo
en [a,b], la funcién f(z,-) resulta continua y acotada en [c, d], entendiendo la continuidad en los
extremos c y d como continuidad por derecha y por izquierda respectivamente, por lo que f resulta
ser Riemann-integrable sobre el intervalo [c, d], obteniéndose el ntimero real

d
/ f(z,y)dy,
que depende del pardmetro x.

TEOREMA 1.1.1 (Continuidad de una funcién definida por una integral) Sea f : [a, b] x[c,d] = R

una funcién continua sobre [a, b] X [c, d]. Entonces la funcién F : [a, b] — R definida por

d
z = F(r) = / [z, y)dy
es continua sobre [a, b].

Demostracién. Sea ¢ > 0 dado y sea zyp € [a,b] fijo, pero escogido arbitrariamente. Queremos
probar que

(36 > 0) tal que (Vz € [a,b]) (|z — x| < = |F(z) — F(xo)| <e).
Por continuidad de f sobre [a,b] x [c,d], para cada y € [c, d] tenemos que existe §, = d(zo,y) > 0

3



CAPITULO 1. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA INTEGRAL [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

tal que

(V(,m) € [a, 8] x [e,d]) <max{r:c—xo|,|n—y|}<6y = If(w7n)—f(:cojy)|<dic>. (L.1)

Notemos ahora que como [c,d] es un conjunto cerrado y acotado en R, entonces existen puntos

Y1,Y2, - .., Yn €N [c,d] y respectivos valores positivos dy,, dy,, - . . , 0y, tales que
n
[e,d] C U Jyi — Oyi» Yi + 5%['
i=1

De esta forma, para cada y € [c,d], existe algin i € {1,2,...,n} tal que y €y; — 0y,,¥i + Oy,[, ¥
escogiendo ahora § = min{dy,,dy,, ..., 0y, } y la 6—vecindad de xy,

V(zo) ={z € [a,b] : |z — zo| < 6}
=l|zo — 6,20 + 0],
obtenemos que
(V(z,n) € [a,b]x[c,d]) ((x,n) €]xo — 6,20 + [ X Jyi — Oy, yi + 0y, [ = méx{|x — xol, In — il } < dy,)-

Luego, dado 7 € [c, d] podemos poner n = y en (1.1) y obtener

(o€ ot (o =2 <8 = |fGos) = Fzon)l < 5= ).

de donde se sigue que si x € [a,b] y |z — zg| < §, entonces

d
@) - Fao)l = | [ (7o) —f(xo,y))dy‘

d
< / F(ey) — Flzo,y)] dy
d

€
d
</Cd—cy

=¢c N

OBSERVACION 1.1.1 El Teorema 1.1.1 de la continuidad de una funcién definida por una integral, también
es conocido por el nombre de Teorema del paso del limite bajo el signo integral, pues por la continuidad
de la funcién F definida en el enunciado del Teorema 1.1.1, para cada x € |a, b] se verifica que

d d d
lim f(z,y)dy = lim F(x) = F(x9) = / f(zo,y)dy = / lim f(z,y)dy.
T—>T0 Je Je T—>T0

T—TQ Je

4 Esta versién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 1.1. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA INTEGRAL DEFINIDA

Antes de estudiar condiciones para la derivabilidad de una funcién definida por una integral,
probaremos el siguiente lema el cual serd de utilidad en nuestro estudio, y en el que consideramos
una funcién g : [o, 3] — R derivable en [, (], entendiendo las derivadas en los extremos « y 3
como derivadas por derecha y por izquierda respectivamente.

LEMA 1.1.1 Sea g : [, 8] — R una funcién derivable sobre [«, 5]. Entonces, para cada zg € [a, f]
se verifica que

19(8) — g(a) — g'(z0) (B8 — )| < (B—a) sup |g'(z) — g'(x0)]-

z€[a, ]

Demostracién. Sea zy € [o, 5]. Como g es derivable sobre [«, 3], entonces existe ¢’(x() y g resulta
ser continua sobre [, 5]. Luego, desde el Teorema del valor medio se sigue que existe § € |, (] tal
que

9(B) —g(a) =g(€)(B—a) & g(B) —g(a) =g (x0)(B—a) =g (§)(B —a) = ¢'(0)(B - )
& 9(B) —g(a) = g'(x0)(B — @) = (¢'(§) — ¢'(20))(B — a),

y como

19'(€) — ¢ (z0)| < sup |g'(z) — ¢’ (20)],
w€la,f]

la conclusidon es inmediata. W

TEOREMA 1.1.2 (Derivabilidad de una funcién definida por una integral) Sea f : [a, b] x [¢,d] = R
una funcién continua sobre [a, b] X [c, d]. Si 3—{ existe y es continua sobre [a, b] X [c, d], entonces la
funcién F' : [a,b] — R definida por

d
o+ Fa) = [ fon)dy

es derivable sobre [a, b]. Mds atn, se verifica que
d g
F'(z) = [ %(:1;71/) dy.

Demostracién. Sea ¢ > 0 dado y sea z € [a, b] fijo, pero arbitrario. Gracias a la continuidad de %
en [a,b] X [c,d], para cada y € [c, d]| tenemos que existe §, = d(zo,y) > 0 tal que

(wxw)emmpqq@)Qx—mq<% é‘giﬁﬁﬁ—gi@mw'<dic>-

Por otro lado, para 0 < h < §,, desde el Lema 1.1.1 obtenemos

of of of
f(x +h,y)—fw,y—(w,y)h‘ <h sup w,y)—x,y'
0 ( 0 ) Ox 0 z€[z0,z0+h] 837( ax( 0 )
g
< .
hd—c

5 Esta versién puede contener errores



CAPITULO 1. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA INTEGRAL [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

Un resultado anélogo es obtenido si 2y € ]a,b] y —d0, < h < 0. De esta forma, independientemente
del signo de h, tenemos que si zg € |a, b[, entonces

£
d—c’

0

teniendo en cuenta que lo anterior vale por la derecha si g = a y por la izquierda si xy = b. Luego,
para 0 < |h| < §, se sigue que

F@WHQ_F@®_<ATZ@mmeh‘Sld

d
e
<[ |n-—d
_/Clld_cy

= elhl,

F(ao + hy) — Fao9) — o (o, ) | dy

de donde deducimos que F es derivable en z( y que su derivada es

d
F/(fﬂo):/ gi(:vo,y)dy. u

OBSERVACION 1.1.2 El Teorema 1.1.2 de derivabilidad de una funcién definida por una integral, también es
conocido por el nombre de regla de Leibniz o bien Teorema de derivacién bajo el signo integral,
pues desde la derivabilidad de la funcion F definida en el enunciado del Teorema 1.1.2, se verifica que

d o
% (/F f(-%’-/y)dy> :F’(m):/c %(m,y)dy.

TEOREMA 1.1.3 (Integrabilidad de una funcién definida por una integral) Sea f : [a,b] X [¢,d] = R

una funcién continua sobre [a, b] X [c, d]. Entonces la funcién F : [a, b] — R definida por

d
wHﬂ@/f@M@

es integrable sobre [a, b]. Mds alin, se verifica que

LPF(.”IZ) dr = /d< :f(x’y) d:1:> .

Demostracién. Sea ¢ : [a,b] — R la funcién definida por

¢@=[%A?mwm)@

Entonces, desde el Teorema 1.1.2 de la Regla de Leibniz se sigue que

6  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 1.1. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA INTEGRAL DEFINIDA

#(6) =/Cda% (/jf(rc,y)dw) dy

d
- / £(6,y) dy
— F(e)

para cada ¢ € [a,b], de donde obtenemos que

£
6(6) = / Fz)da + C

a

=/; (/Cdf(x,y)dy) dr+C,

para cada & € [a, b], para alguna constante C.
Ahora, como ¢(a) = 0, tenemos que C' = 0. Por lo tanto, hemos probado que para cada ¢ € [a, b]

/Cd (/jf(x,y)dx) dy=¢(£)=/j (/Cdf(x,y)dy> dz,

y considerando { = b, obtenemos el resultado deseado. W

se verifica que

OBSERVACION 1.1.3 El Teorema 1.1.3 de integrabilidad de una funcion definida por una integral, también es
conocido por el nombre Teorema de Fubini (o Teorema de Fubini-Tonelli) para funciones continuas
sobre un rectingulo del plano o Teorema de integracién bajo el signo integral, pues desde la
integrabilidad de la funcion F definida en el enunciado del Teorema 1.1.3, se verifica que

[ ([ sena) ar= [ Frwyae= [ ([ 1@ ae) av

DEFINICION 1.1.1 Sea f : [a,b] X [¢,d] — R una funcién.

i) Sila funcién F(z) = fcd f(z,y) dy es integrable en [a, b], entonces la integral ff F(x)dx se

/ab (/d F(z,y) dy> da. (1.2)

it) Sila funcion G(y) = ff f(z,y) dz es integrable en [c, d], entonces la integral fcd G(z)dz se

/Cd (/abf(a;,y) dx) dy. (1.3)

Las integrales (1.2) y (1.3) reciben cada una el nombre de integral iterada.

puede escribir en la forma

puede escribir en la forma

7  Estaversion puede contener errores



CAPITULO 1. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA INTEGRAL [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

NOTACION 1.1.1 Por simplicidad notacional, es usual escribir

. /ab/cdﬂx,y)dydx:/ab </Cdf(:v,y)dy> dz
. /Cd/abf(x,y)dxdy:/cd </abf($,y)d:p> dy.

EJEMPLO 1.1.1 Evalia la siguiente integral iterada

3 rl
/ / (z%y* — 2y) dz dy.
0J-1

Solucién. Notemos que la funcién f(z,y) = 2?y? — 2y es continua en [-1,1] x [0,3] C R2. Lue-
go, desde el Teorema 1.1.3 de integrabilidad de una funcién definida por una integral, obtenemos

3 1 3 1
/ / (z%y® — 2y) dady = / ( / (z%y® — 2y) drr) dy
0.J-1 0 -1
3 1 =1
= / <:133y2 — 2xy> dy
0 \3
372
=, (=) v
0

r=—1
2 3 2 y=s
= (242 -2
(57 -2)

=-12. O

y=0

EJEMPLO 1.1.2 Evalda la siguiente integral iterada

T 1
/ / y cos(zy) dz dy.
—7J0

Solucién. Notemos que la funciéon f(z,y) = ycos(xy) es continua en [0,1] x [-m, 7] C R2. Lue-
go, desde el Teorema 1.1.3 de integrabilidad de una funcién definida por una integral, obtenemos

/_tr/olycos(;ny) dz dy :/_7; (/Olycos(xy) dx) dy

= / i} sen(zy) -

dy
= / seny dy

y=n

=0

= —cosy

y=—m

=0. O

8  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 1.1. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA INTEGRAL DEFINIDA

EJERCICIOS 1.1.1 Calcula, si es posible, el valor de cada una de las siguientes integrales

2 1

a) / / ye® dy dx
0J0
1,1

b) / / (z'y +y7) dy dz
-1Jo

T rl
c) / / xsen(xy) dz dy.
0 JO

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 1.1.1 presiona aqui .

TEOREMA 1.1.4 (Regla de Leibniz generalizada) Sea f : [a,b] X [¢,d] — R una funcién continua
sobre [a, b] X [c,d]. Si g—f existe y es continua sobre [a,b] X [¢,d], ysiu: [a,b] = Ry wv:[a,b] = R

son funciones derivables sobre [a, b] con derivadas continuas sobre [a, b], verificando

c<u(x) <v(z) <d Vz € [a,b],

entonces la funcién F' : [a, b] — R definida por
oo F@) = [ )y
Ju(x)
es derivable sobre [a, b]. Mds atn, se verifica que
v (x) b

F'(z) = f(z,v(z)) V' (z) — f(z,u(z)) v (z) + /( ) %(T, y) dy Vz € [a,b].

EJERCICIOS 1.1.2

1. Calcula F' si
2T
a) F(z) = / y cos(zy)dy  x €]0,1]
0

b) F(z)= /m In(l+a2y)dy  x€[0,2n].

en T

2. Prueba que si b > a > 1, entonces

i b— cosx b+ Vb2 —1
In{f—)de=mln| —— | .
0 a — COST a++vVa?+1

90 32 213 . T _de  __ s
Sugerencia: Usa la relacion, valida paraa > 1: | =5 = T

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 1.1.2 presiona aqui .

9  Esta versién puede contener errores



CAPITULO 1. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA INTEGRAL [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

1.2. Funciones definidas por una integral impropia

DEFINICION 1.2.1 Sea f : [a, b] X [¢, co[— R una funcién continua sobre su dominio. Decimos que

/ " few) dy

converge uniformemente a una funcién F' definida sobre [a, b] si

la integral

"
(Ve > 0) (In = n(e)) tal que (Vx € [a,b]) (77 >n = ‘F(a:) - / f(z,y)dz

<e).

TEOREMA 1.2.1 (Continuidad de una funcién definida por una integral impropia) Sea
[+ la,b] % [¢,00[— R una funcién continua sobre [a,b] x [c, o0[ tal que [7° f(x,y)dy converge
uniformemente en [a, b]. Entonces, la funcién F : [a,b] — R definida por

x— F(x /fxy

es continua sobre [a, b].

OBSERVACION 1.2.1 El Teorema 1.2.1 de continuidad de una funcion definida por una integral, impropia
también es conocido por el nombre de Teorema del paso del limite bajo el signo integral, pues por la
continuidad de la funcién F definida en el enunciado del Teorema 1.2.1, para cada x € [a, b] se verifica que

(o)

tin [ (@9 dy = Jim F@) = Flao) = [ flang)dy= [ lim fe,y)

T—>TQ c T—T0

TEOREMA 1.2.2 (Derivabilidad de una funcién definida por una integral impropia) Sea

[ [a,b] x [c,00[— R una funcién tal que 3 df existe y es continua sobre [a,b] X [c,00[, que la
integral [ f(x,y) dy es convergente y que la integral [ dT (x,y) dy converge uniformemente
en [a, b]. Entonces la funcién F : [a,b] — R definida por

x— F(x /facy

es derivable sobre [a, b]. Mds atn, se verifica que

< of

Flz)= | Z-(zy)dy.

c

OBSERVACION 1.2.2 El Teorema 1.2.2 de derivabilidad de una funcion definida por una integral impropia,
también es conocido por el nombre de Regla de Leibniz o bien Teorema de derivacién bajo el signo
integral, pues desde la derivabilidad de la funcion F definida en el enunciado del Teorema 1.2.2, se verifica que

([ ) =ro= 5

10  Esta versién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 1.2. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA INTEGRAL IMPROPIA

TEOREMA 1.2.3 (Integrabilidad de una funcién definida por una integral impropia) Sea

f : [a,00] x[c,00[ = R una funcién continua sobre [a, oo[ X [c, 0o[ y asumamos que las integrales
/. P flr,y)dy y I > f(z,y) dz convergen uniformemente en cada intervalo [a, b] la primera y en
cada intervalo [, d] la segunda, y que al menos una de las integrales iteradas [ [ | f(z,y)|dy d
o [7° [*|f(x,y)|dz dy es convergente. Entonces la funcién F : [a, co[ — R definida por

x— F(zx /f:z;y

es I integrable sobre [a, co[. Mds atn, se verifica que

/aOOF(x)dx - /coo/aoof(@y)dxdy.

OBSERVACION 1.2.3 El Teorema 1.2.3 de la integrabilidad de una funcion definida por una integral impropia
también es conocido como la version impropia del Teorema de Fubini o0 Teorema de Fubini-Tonelli o
Teorema de integracién impropia bajo el signo integral, pues desde la integrabilidad de la funcion
F definida en el enunciado del Teorema 1.2.3, se verifica que

lm[m.f(m,y)dydx_ /:OF(x)dm— /COO/(;OO f(z,y) dz dy.

EJERCICIOS 1.2.1

1. Sea y € [—1, 1]. Prueba que

1+\/1—y2>
—s )

/ ln(l—i-ycosx)dxzwln(
0

Sugerencia: Considera sobre [—1,1], las funciones reales F(y) = [, In(1 + ycosz)dz y

G(y) =7ln (#) y prueba que I’ = G’ en [-1,1] y que F( ) = G(0) para concluir.

2. Seag: R — R\ {0} una funcién de clase C}(R; R \ {0}) y sea f : R x R — R la funcién

definida por
seny

siy #0
fla,y) =
g(x) siy =0.
Para la funcién F' : R — R definida por

x— F(z / f(z,y)dy,
encuentra, si es posible, F’.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 1.2.1 presiona aqui !
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Capitulo 2

La integral de Riemann en RY

La integral de Riemann en R es una extension de la integral de Riemann en R. Por esta razén,
es necesario generalizar algunos conceptos, definiciones y teoremas para obtener otros similares a
los ya conocidos en el contexto de la integral de Riemann para funciones de una variable real.

2.1. Definicién y existencia de la integral multiple de Riemann

DEFINICION 2.1.1 (Rectdngulo en RMN) Seana;,b; € R, i =1,2,..., N, tales que a; < b; para todo
i =1,2,...,N.Llamamos rectingulo en R" a cualquier conjunto R de la forma

R = [al,bl] X [CLQ,()Q] X ... X [aN,bN}.

NOTACION 2.1.1 Un rectangulo R = [ay, b1] X [a2,b2] X ... X [an, by], suele denotarse por
R = [d’,g] ={Z = (z1,22,...,ZN) eRN 1a; <z <bj:i= 1,2,...,N},

donde @ = (ai,az,...,an)y b= (b1,b2,...,by). Es usual referirse a los vectores @ y b como los
extremos del rectdngulo.

DEFINICION 2.1.2 (Medida de un rectdngulo en RY) Sean a;,b; € R, i = 1,2,..., N, tales que
a; < b;paratodoi =1,2,..., N.Llamamos medida o volumen del rectdngulo R = [a1,b1] X [az, ba] X
. X [an, by] al valor
m(R) = (b —a1)(ba —az2)...(by —an).

DEFINICION 2.1.3 (Particién de un rectingulo en RY) Sean a;,b; € R, i = 1,2,..., N, tales que
a; < b; paratodoi = 1,2,..., N. Una particion rectangular P del rectdangulo R = [a1,b1] X [ag, ba] X
. X lan, by] es un conjunto de la forma P = Pimy X Pang X ... X PNy, donde

Pimn; = {0 = Ti0, Ti1, - - - Ti (ny—1)» Tin; = bi}
es una particion de [a;, b;], para alginn; € N, i =1,2,..., N.

13
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OBSERVACION 2.1.1 Notemos que toda particion rectangular P de un rectdngulo R determina
ngo=—mniy-ng-... NN

rectdngulos R;, j = 1,2, ..., no, tales que
R=|JR, e int(R)nint(Ry)=2 Vj#k,

donde int(R;) corresponde al producto cartesiano de los intervalos abiertos cuyos extremos son los mismos

que aquellos de los intervalos cerrados que definen al producto cartesiano R;, para cada j = 1,2,. .., ng.

DEFINICION 2.1.4 (Norma de una particién rectangular de un rectingulo en R") Sean a;,b; €
R,i=1,2,...,N, tales que a; < b; para todo ¢ = 1,2,...,N. La norma de la particién rectan-
gular P del rectdngulo R = [a1,b1] X [ag, ba] X ... X [an, by] corresponde al valor

||P‘| = méX{HPLMHOM HP2,TL2HOO? o0y HPN,RNHOO}/

donde ||7)i,nz- ||oo = 1?;2}721{33” —Z; (jfl)}/ 0= 1, 2, 500 N.

DEFINICION 2.1.5 (Sumas de Riemann) Sea R un rectingulo en R, sea P una particién
rectangular de R, y sea [ : R — R una funcién acotada. Si {R;};%; es la descomposicioén de
R determinada por P. Llamamos:

i) Suma de Riemann para la funcién f respecto de la particién rectangular P del rectangulo R,

a una suma de la forma

o(f,P,Tp) Zf
donde T5 = {1, .- -,Cno},CONC; € Ry, i =1,2,...,m.

i)y Suma superior de Riemann para la funcién f respecto de la particion rectangular P del

= f@)m(R
=1

rectdngulo R, al valor

donde f(Z:*) = max{f( 7)}.

€R;

iii) Suma inferior de Riemann para la funcién f respecto de la particiéon rectangular P del

= f(@)m(R
=1

rectdngulo R, al valor

donde f(Z) = min{ f(Z)}.

TER;
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DEFINICION 2.1.6 (Integral superior e inferior de Riemann) Sea R un rectdngulo en R" y sea
f + R — R una funcién acotada. Llamamos:

i) Integral superior de Riemann de la funcién f al valor real

/f— e (S(,P),

'PEP

it) Integral inferior de Riemann de la funcién f al valor real

Ji= s (5(7,7)
PeP(R
donde P(R) = {P : P es una particion rectangular de R}.

DEFINICION 2.1.7 (Integral de Riemann) Sea R unrectdnguloen R" y sea f : R — R una funcién
acotada. Decimos que f es Riemann-integrable en R si

b=l

Este tltimo valor se denomina integral de Riemann de f en el rectdngulo R y se denota simplemente

por
ks

TEOREMA 2.1.1 Sea R un rectdngulo en RN y sea f : R — R una funcién acotada. Las siguientes
propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann-integrable sobre R

ii) f satisface la condicién de Riemann en R; es decir

(Ve > 0) (375 e P(R)) tal que (S(f./ P) — s(f,P) < g) .

TEOREMA 2.1.2 (Integrabilidad de funciones continuas sobre rectingulos) Sea R un rectangulo
en RY ysea f : R — R una funcién continua sobre su dominio. Entonces f es integrable sobre R.

Hasta el momento hemos introducido el concepto de integral de Riemann sobre rectdngulos en
RY. Sin embargo, nuestro interés es mas ambicioso pues deseamos integrar sobre conjuntos de
RN mads generales. El resto de este capitulo se enfoca en esa direccién.
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2.1.1. Conjuntos de medida cero, conjuntos compactos e integrabilidad en R"

Conjuntos de medida cero en RY

DEFINICION 2.1.8 (Conjuntos de medida cero) Sea £ C R”". Decimos que E tiene medida cero o
medida nula en RY si para cada € > 0 existe una sucesién de rectangulos {R;}3°, tales que

1) EC [j R;
i=1
if) im(RL) < €.
i=1

EJEMPLO 2.1.1 Los siguientes conjuntos tienen medida cero en R
= El conjunto vacio
» Todo subconjunto de un conjunto de medida cero en RY
» La unién finita de conjuntos de medida cero en RY

» Toda recta paralela a uno de los ejes coordenados en R, N > 2.

Antes de enunciar un teorema que muestra algunos ejemplos de conjuntos de medida cero,

conviene introducir algunas definiciones.

DEFINICION 2.1.9 (Conjuntos numerables) Sea A C RY. Decimos que A es numerable si existe
una biyeccién ¢ : A — IN.

EJEMPLO 2.1.2 Cualquier subconjunto de Q" es numerable en RY. [

DEFINICION 2.1.10 (Unién numerable) Sea A C R". Decimos que A es una unién numerable de

conjuntos en RY si existe una familia {A;};c; de conjuntos en RY, donde I es algtin conjunto
] ] 8 ]

A:U&.

el

numerable, tal que

TEOREMA 2.1.3 Todo conjunto numerable en RY tiene medida cero.

Demostracién. Sea A C RY un conjunto numerable. Entonces, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que A = {d; }icw, con aj = (a;1, a2, ..., aiN) € RN. Sea ahora ¢ > 0 dado, y paracadan € IN

16  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.1. DEFINICION Y EXISTENCIA DE LA INTEGRAL MULTIPLE

definamos los rectangulos

1,/e 1,/e 1,/e 1,/e 1,/e 1,/e
Ri:[ai1—4 §7ai1+1 ?}X[Gn2—4\/;yan2+4 9 XX az’N—Z ?MMN-FZ 5 |

Entonces
o0
AcC U R;
i=1
y
1l yje 1 /e 1yle e
M) =5 Ve g Ve e Vo T o
Notando ahora que
o [e.e]

concluimos que A tiene medida cero. W

TEOREMA 2.1.4 La unién numerable de conjuntos de medida cero en R tiene medida cero.

Demostracién. Sea {4, },,cv una familia numerable de conjuntos de medida cero en RY, y sea

A= [j A,.
n=1

Sea ahora € > 0 dado. Como cada A,, tiene medida cero, podemos considerar para cada n € IN una
correspondiente sucesion de rectangulos { R;, }iew tal que

An C D Ry
=1

Luego, como

AC UURm

n=11=1

DD mRin) =3 g =5 <

n=1 i=1 n=1

concluimos que A tiene medida cero. W

A continuacién introducimos a los conjuntos de contenido cero, que son ttiles para tener mds

ejemplos de conjuntos de medida cero.
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DEFINICION 2.1.11 (Conjuntos de contenido cero) Sea E* C R”. Decimos que E* tiene conteni-
do cero en RY si para cada ¢ > 0 existe un conjunto finito de rectaingulos { R;}"_; tales que:

i=1

ii) Zn:m(Ri) <e.
=1l

TEOREMA 2.1.5 Todo conjunto de contenido cero en R es acotado.

EJEMPLO 2.1.3 Los siguientes conjuntos tienen contenido cero en R
= El conjunto vacio.
» Todo subconjunto de un conjunto de contenido cero.
» La unién finita de conjuntos de contenido cero en RY.

» Cualquier conjunto acotado de dimensién menor o igual a NV — 1. Algunos conjuntos en
R que tienen contenido cero son aquellos que contienen una cantidad finita de puntos.
Algunos conjuntos en R? que tienen contenido cero son: los conjuntos que contienen una
cantidad finita de puntos; los segmentos de recta de longitud finita; y las lineas curvas
continuas y suaves de longitud finita. Algunos conjuntos en R? que tienen contenido cero
son: los conjuntos que contienen una cantidad finita de puntos; los segmentos de recta de
longitud finita; las lineas curvas continuas y suaves de longitud finita; y las superficies

suaves y acotadas de cuerpos con volumen. [J

OBSERVACION 2.1.2 Todo conjunto de contenido cero en RY tiene medida cero en RY, pero el reciproco
no es cierto, tal como lo muestra el siguiente contraejemplo: QY tiene medida cero en RY, pero QV no

es acotado, de manera que QN no puede tener contenido cero.
TEOREMA 2.1.6 Todo conjunto de medida cero o de contenido cero en RY tiene interior vacio.

OBSERVACION 2.1.3 El reciproco del Teorema previo no es cierto, tal como lo muestran los siguientes
contraejemplos: A = [0, 1]Y N QY tiene interior vacio y no tiene contenido cero (aunque si tiene medida
cero), mientras que B = [0, 1]V \ Q¥ tiene interior vacio y no tiene medida cero.

Conjuntos compactos en R" e integrabilidad en dominios mas generales

DEFINICION 2.1.12 (Conjuntos compactos en RY) Sea K C R”". Decimos que K es compacto en
RY si K es un conjunto cerrado y acotado en RY.

El siguiente teorema establece una equivalencia entre conjuntos de medida cero y conjuntos de
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contenido cero en el contexto de conjuntos compactos.

TEOREMA 2.1.7 Sea K un conjunto compacto en R”". Entonces, K tiene medida cero si y solo si
K tiene contenido cero.

A continuacién enunciamos un teorema que extiende al Teorema 2.1.2 de integrabilidad de
funciones continuas sobre rectangulos.
TEOREMA 2.1.8 Sea R un rectdngulo en RY, sea f : R — R una funcién acotada sobre R y sea
E ={Z € R: fno es continua en 7}.

Entonces, f es integrable sobre R si y solo si £ es un conjunto de medida cero.

EJERCICIOS 2.1.1

1. Sea R =[0,1] x [0,1] ysea f : R — R la funcién definida por
fag) = { 0 st@y) €R\(@xQ)
1 si(z,y) € RN(Q x Q).

¢Es f integrable sobre R? Justifica tu respuesta.

2. Sea R = [—m, 7] x [-1,1] ysea f : R — R la funcién definida por
sen(zy) si(x,y) € R\ {(u,w) € R?: u = w}
f@’y):{ 0 si (z,y) € RN {(u,w) € R? : u = w}.

¢Es f integrable sobre su dominio? Justifica tu respuesta.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 2.1.1 presiona aqui !

2.1.2. Propiedades de la integracién multiple

DEFINICION 2.1.13 Sea D un conjunto en RY. Decimos que D es medible Jordan en RY si D es
acotado y su frontera Fr(D) tiene contenido cero.

DEFINICION 2.1.14 Sea D un conjunto medible Jordan en RY, sea R un rectangulo en R que
contiene a D, sea f : D — R una funcién y sea

- f(X) siZeD
f(@) = L
0 siz ¢ D.
Si f es integrable sobre R, entonces decimos que f es integrable sobre D. En tal caso, definimos la

Jo? = ?

integral de f sobre D por
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TEOREMA 2.1.9 Sea D un conjunto medible Jordan en RV, y sean f, g dos funciones integrables
sobre D y sea ¢ € R. Entonces las funciones

f+g/ f_g/ Cf/ fg Y ‘f‘

también son integrables sobre D. Ademads se cumple que:
) [as+s9=afs+6[g vasenr
D D D
i f<o= [ 1</
D D
i | [ 1< [ 151
D D

TEOREMA 2.1.10 (Teorema del valor medio integral generalizado) Sea K un conjunto compacto
cuyo interior no puede ser descrito como la unién de dos conjuntos abiertos en RY,sea f : K — R

una funcién continua y sea g : K — R una funcién no negativa e integrable sobre su dominio.
Entonces existe ©* € K tal que
/ fg= f(f*)/ g
K K

TEOREMA 2.1.11 Sean D; y D5 dos conjuntos medibles Jordan en R tales que D; N Dy es de
medida cero, y sea f una funcién integrable sobre Dy U Ds. Entonces

/ I
D1UD> Dy Do

2.1.3. Laintegral de Riemann en R?

Consideremos en R? el rectangulo R = [a,b] x [c, d]. Consideremos también la particién P ,,
de [a, ] y la particién P, ,, de [c, d] dadas respectivamente por

Pim = {a =z, x1,22,...,Tm = b}
y

P2,n — {C =¥Y0,Y1,Y2,- .-, Yn = d}
Pongamos

Aﬂ?izlii—:l?ifl Vi:1,2,...,m
y

ij:yj_yj—l V]zl,?,,n
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Entonces, se determinan m n rectdngulos contenidos en R, los que denotamos por R;;, donde

Rij = [{L‘i_l,ﬂfi] X [yj—layj] Vi = 1,27...,m Vj = 1,2,... ,n.

YA (Zij, Uij)
d=Yn
Rln R2'n. s R'm s Rmn
Yn—1
yj . . . . . 4 . i
Riy| By | ... | B3 . | Bug| By
Yi—1 T
Y2
Ris | R e R e R
n
Ri1 | R e R e R
c=1
a=1xT9 IT1 I3 Ti1 T Tmo1 Tm=b T

Figura 2.1. Particién rectangular P = Pi.m X Pam del rectdingulo R = [a,b] x [c,d], donde P, = {a =
L0, X1, L2y T =0} Y Pom = {¢=y0,Y1,Y2, .., Yn = d}.

Por lo tanto, obtenemos la particién rectangular 7 de R, dada por
73 = Pl,m X PZ,n/

la cual determina una divisién de la regién R en rectangulos mds pequefios, de manera que

R=|J|JRi; con int(Ry)Nint(Ry) =2 siij# k.
i=1j=1

Ahora, sea f : R — R una funcién continua y positiva, y sea S el sélido limitado superiormente por
la superficie correspondiente a la gréfica de f e inferiormente por el rectingulo R en el plano zy.
Entonces la particion P antes mencionada divide al sélido S en mn solidos, los cuales denotamos
por

Sij Vi=1,2,....,m Vj=1,2,....,n.

En particular, el s6lido S;; tiene por “base” al rectdngulo R;; en el plano xy, y por “techo” a la
superficie correspondiente a la gréfica de f asociada al rectdngulo R;;, siendo sus caras laterales
regiones planas perpendiculares al plano xy.
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/

T R;;

Figura 2.2. El s6lido S se divide en mn sélidos, denominados S;;, asociados a los rectangulos R;;, i =
1,2,....m;5=1,2,...,n.

A continuacién, paracadai =1,2,...,m;j = 1,2,...,n, consideramos un punto (Z;;, 7;;) € Ri;
(y por lo tanto Z;; € [z—1, 23], VJj, ¥ Uij € [yj—1,y;], Vi), y ponemos

Ts = {(T11,911), (T12,912), - - - 5 (Zomn, Umn) }-
Por otro lado, recordemos que P tiene norma dada por el valor
[P = méx{|[P1,mlloo; [ P2n oo},

donde ||P1m|lcc = méxi<i<m{Azi} y ||Ponlloc = méxi<j<n{Ay;}. Luego, es claro que si H73H es
muy pequeiia, entonces el paralelepipedo rectangular recto de base R;; y altura f(Z;;, 7;;) posee
un volumen A;; que se aproxima al volumen V;; del sélido S;;. Es decir, A;; ~ V;;, o bien

V;Zj ~ f(i”,gl])A:clAy] Vi=1,2,....m VYj=1,2,...,n.

(Zij, Uig, [ (Tij, Gig)) o

Sij—-—

f(Zij, Bij)

(Zij, Uij) —’ Y

Figura 2.3. El volumen del sélido S;; es aproximado por el volumen de un paralelepipedo de base R;; y que

posee altura f(Z;;, Jij)-
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De esta forma, el volumen total V' del s6lido S es aproximado por la suma de todos los voliimenes

Vi; de los sélidos S;;, a saber

V ~

n m
1=

F(Zij, Uij) Az Ay = O’(f,ﬁaTys),
1i=1

donde o(f, P, T’5) es precisamente la suma de Riemann para la funcién f respecto de la particién
rectangular P del rectangulo R, para la eleccién de puntos T’5. Aqui, la medida de los rectangulos

R;; estd dada por m(R;;) = Ax;Ay;. Es claro que mientras menor es la norma de la particién 73,

mejor serd la aproximacion del volumen V' del sélido S mediante sumas de Riemann.

\S

- e
i i S s e o
/I/////
| 1 1T ] ]
b
|~
//

Figura 2.4. Mientras menor es la norma de la particién P, mejor serd la aproximacién del volumen V' me-

diante sumas de Riemann. En este caso, observamos una suma inferior de Riemann.

Para R?, damos una definicion del valor de una integral definida (integral de Riemann).

DEFINICION 2.1.15 (Valor de la integral de una funcién sobre un rectingulo) Sea R = [a, b] x [c, d]

y para n,m € IN dados, consideremos P ,, = {a = zg, 1, ..., %y, = b} una particion de [a, b] y
Pan ={c=190,v2,...,yn = d} una particién de [c, d], tales que | P1 mllcc —> 0y [[P2nlloc —> 0.
m—»00 n—oo

Luego, la particién P de R, definida por
ﬁ - ﬁ<m7 n) = Pl,m X 7)2,71/

verifica que || P o 0, pues ||| = max{||P1.mllo0s | P2.n|loo }- Escojamos ahora arbitrariamente
puntos (Zi;,y;j) € Ri; donde Rij = [zi—1,2] X [yj—1,y], paral < i < m, 1 < j < n,y
consideremos una funcién f : R — R que sea acotada e integrable sobre R. Entonces, la integral
de f sobre R es el nimero real

/Rf://Rf(x,y)dA:m}Tl;IgocZZf(fijaﬂij)A%ij'

i=1 j=1
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OBSERVACION 2.1.4 En integrales dobles es usual usar la notacion dA en vez de la notacion dy dx (o
dz dy), en alusion a que estamos integrando sobre una region que posee drea.

2.2. Evaluacién de integrales miltiples de Riemann

En general, no parece practico tratar de obtener el valor de la integral de una funcién usando
la definicién. Esto ya sucedia para la integracién de funciones de una sola variable, donde fuimos
capaces de evaluar integrales de forma sencilla solo cuando probamos el Teorema fundamental del
calculo y la regla de Barrows (segundo Teorema fundamental del célculo), los cuales relacionaban
el valor de una integral definida (la integral de Riemann), con la antiderivada de la funcién que
estdbamos integrando.

2.2.1. Evaluacién de integrales dobles sobre rectaingulos

A continuacién, vamos a enunciar un resultado que establece una forma simple y directa de
evaluar integrales de ciertas funciones integrables sobre rectdngulos. Este método consiste en
expresar la integral como una integral iterada (vea la Definicién 1.1.1). EI método se puede

extender a dimensiones mayores que 2 como veremos mds adelante.

TEOREMA 2.2.1 (Teorema de Fubini, Primera forma) Sea R = [a,b] X [c,d] ysea f : R — R una
funcién tal que para cada = € [a,b], existe j(d f(z,y)dy. Entonces la funciéon F' : [a,b] — R
definida por

d
(z,9) = Flz) = / A

es integrable sobre [a, b]. Mds atn, se verifica que

//R flz,y)dA = /:F(T) dz = /(;b/(;d f(z,y)dydx.

OBSERVACION 2.2.1 El Teorema 2.2.1 extiende al Teorema 1.1.3 en el sentido que ahora no necesitamos
hipétesis de continuidad sobre la funcion f.

COROLARIO 2.2.1 Sea R = [a,b] X [¢,d] y sea f : R — R una funcién tal que para cada x € [a, b]
existe j(d f(z,y)dy, y para cada y € [c, d] existe jf f(z,y) dz. Entonces

f(z,y)dA = b df(aay) dydz = ' bf(w,y) dz dy.
JJR Ja Jc Jc Ja
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COROLARIO 2.2.2 Sea R = [a,b] x [¢,d] ysea f : R — R una funcién acotada. Si f es continua
sobre R, excepto tal vez en un conjunto de medida cero, entonces

b d rb
/ f(z,y)dA = / nydydT—/ f(z,y) dx dy.
EJEMPLO 2.2.1 Sea R = [0, 1] x [0,1] y sea f : R — R la funcién definida por

(0,9) = flay) = 2
;

/ [ 1.y an

Solucién. Notemos que f es acotada en R, pues

Calcula

1< flz,y) <1P+12=2  VY(1,9) €R,

y que f es continua sobre R, excepto en el conjunto de medida cero

E:{(az,y)ER:x:;}.

Luego, f es integrable sobre R y obtenemos

OBSERVACION 2.2.2 Notemos que si R = [a, b] X [c, d], entonces:

» El drea de la region rectangular R viene dada por

- [ [1wya =@ 000 = mm.
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= Sea f : R — R una funcién continua sobre R. EIl volumen del sélido S limitado por la superficie
z = f(z,y), con (z,y) € R, y el plano xy, el cual corresponde al volumen limitado superiormente
por la superficie z = |f(x,y)| > 0, con (z,y) € R, sobre el plano xy, y limitado lateralmente por
una supetficie perpendicular al plano xy, viene dado por

b d
V(S) = / / |f(z,y)| dyde.

En particular, si z = h, con h > 0, entonces el sélido S’ con base R y altura h tiene volumen

b pd
V(S = / / hdydz = h A(R).

EJEMPLO 2.2.2 Calcula el volumen del s6lido limitado por la superficie z = 4 — §2% — -4, los

planos = 3, y = 2 y los planos coordenados.

Solucién. En primer lugar, notemos que la regién R sobre la cual vamos a integrar corresponde al
rectangulo
R={(z,y) eR*:0<x<3 A 0<y<2}=10,3] x[0,2].

Consideremos ahora la funcién f : R — R definida por

1 1
412 1.2
(z,y) = f(z,y) 0% 16V

Entonces, f resulta ser positiva y acotada sobre R, pues

1

1
4——(3%) -
0< 9(3) 16

(2°) < f(z,y) <4 V(z,y) €R,

y continua sobre R. Luego, z = |f(z,y)| = f(z,y) > 0 en R, asi que el volumen del sélido limitado

por la superficie z = 4 — $2% — -y?, los planos « = 3, y = 2 y los planos coordenados estd dado

3 2 1 1 3 1 1
V= 4——2*— —y*) dyd :/ dy — —ay — —y
/0/0< 9" 16y>yx O<y 9" Y 4gY

por

2
dx
0

2 1=
=8z — —a% — =
Tt T,
1
=242~
2
43
=2 O
2
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2.2.2. Evaluacién de integrales dobles sobre dominios mas generales
PROPOSICION 2.2.1 Sean u,v € C([a, b]) tales que

c<u(z)<v(z)<d Vzx€la,b,

seaD={(z,y) eR*:a<z<b A ulx)<y<uv(x)}yseaf: D — R esuna funcién acotada,
que ademads es continua sobre D salvo tal vez en un conjunto de medida cero. Entonces f es

integrable sobre D y se verifica que

./'/Df(x?y)dA: ./:)/u::»f(lay)dydx'

EJEMPLO 2.2.3 Sea D = {(z,y) € R?: 0 <2 <2 A z <y < 2z} y sea f una funcién integrable
sobre la regiéon D. Cambia el orden de integracion para la siguiente integral

/02 /:’r f(z,y) dy dz.

Solucion.

(1°) Trazamos la grafica de la region D en el plano xy, sefialando claramente las curvas que la

limitan.
Yp y=2x
4
y==1
2
9 z

Figura 2.5. Grifica de la region D = {(z,y) e R?: 0<2 <2 A <y <2z}

(2°) Ahora intercambiamos los ejes y volvemos a trazar la grafica de la regién D, dividiéndola,
de ser necesario, en apropiadas subregiones. El eje horizontal serd el eje v, y x serd la variable
dependiente. Sefialamos claramente las curvas que limitan las subregiones.
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A ] 7&
2 T= 9
2 4 Y

Figura 2.6. Grdfica de la region D, donde se han intercambiado los ejes x e y.

(3°) Desde la figura previa, podemos poner

IN

v}

:1:§2},

Dlz{(m,y)€R2:O§y§2 A %Sm

IN

y
DQZ{(x,y)€R2:2§y§4 A %
entonces D = D U Dy, donde D; y D, son regiones acotadas tales que m(ﬁl N ﬁg) =0.

(4°) Finalmente, obtenemos
2 2x 2 ry 4 2
/0/ f(w,y)dydx=/0Lf(x,y)dxder/gLf(wyy)dxdy- O
x 2 2

EJEMPLO 2.2.4 Sea D = {(z,y) € R?: 0 <z <4 A Vdz — 22 < y < 2,/x} y sea f una funcién
integrable sobre la regién D. Cambia el orden de integracion y reescribe la integral

4 r2v/T
/ / f(z,y) dy dz.
0 JVar—zx2?

Solucioén.

(1°) Trazamos la grafica de la region D en el plano zy, sefialando claramente las curvas que la

limitan.

Yy y=2/x

y= \/49:—m2\

2 4 %

Figura 2.7. Grifica de la region D = {(z,y) e R*: 0 <z <4 A Vdr — 22 <y <2\/z}.
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(2°) Ahora intercambiamos los ejes y volvemos a trazar la grafica de la regiéon D, dividiéndola,
de ser necesario, en apropiadas subregiones. El eje horizontal serd el eje v, y x serd la variable
dependiente. Sefialamos claramente las curvas que limitan las subregiones.

T

T =21+ +4—y?

r=2—+/4—y?

2 4 Y

Figura 2.8. Grdfica de la region D, donde se han intercambiado los ejes x e y.

(3°) Desde la figura previa, podemos identificar las regiones

2

Dlz{(a:,y)ER2:0§y§2 A y§x§2—\/4—y2},

4

Dy ={(z,y)€R*: 0<y <2 A 24/A— 2 <w <4}

Dgz{(x,y)ER2:2§y§4 A fgxgzl},
entonces D = Dy U Dy U D3, donde Dy, D y D3 son regiones acotadas y tales que
m(D: 0 D;) =0,
paracadai,j =1,2,3, i # j.

(4°) Finalmente, obtenemos

//4xz xydydm—//2 4yf(:ry)d:cdy
—i—/o /2+ 4ny(a?,y)dxdy—i-/:/;f(ac,y)dxdy. O

EJEMPLO 2.2.5 Calcula, si es posible, el valor de

2 rlnzx
/ / (x —1)V1+e?dyda.
1 Jo
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Solucién. La funcién f(x,y) = (x — 1)v/1 + e es continua sobre R?, y en particular lo es sobre la

regioén acotada

D={(z,y) eR?*:1<2<2 A 0<y<Inz}.

Luego, podemos integrar. Teniendo en cuenta los limites de integracion y la estructura de la funcién

f, parece razonable cambiar el orden de integracién pues no es directo integrar
/ V14 edy.

Entonces, trazamos la gréfica de la regién D sobre el plano zy.

¥
1
yl=lnz
In2
P
1 >
1 2 z

Figura 2.9. Grifica de la region D = {(z,y) e R*: 1 <2 <2 A 0 <y <Inz}.

Ahora intercambiamos los ejes y volvemos a trazar la grafica de la regiéon D.

T 7 — eV
2_%

/
1

In2 1 Y

Figura 2.10. Grdfico de la regién D, donde se han intercambiado los ejes x e y.
Notemos que la regién D puede describirse de la siguiente forma,

D:{(xjy)€R220§y§1n2 A ey§m§2}.
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Luego,
2 plnzx 2 Inz
// (x—=1)V1+ e dydx :/ </ (x—l)\/l—i-erdy)
1Jo 1 0
In2 2
= / </ (x —1)V1+e2 dx> dy por Fubini
0 e

Yy

dx

In2 72 T=2
:/ ((—:{:) \/l—i-ezy) dy
0 2 T=cY
In2 €2y
:—/ <2—ey>\/1+62@/dy
0
1 In2 In2
=3 er\/1+e2ydy+/ e¥\/1+ (ev)* dy
0 0

1 5 2
——4/ \/Edv—i—/ V1+u2du  dondev=1+e¥ y u=e".
2 1

Para el calculo de la segunda integral, introducimos el cambio de variable
u = tan0
du = sec? 9 de.

\/1—|—u2:\/1—|—tan29:sect9

Luego,

y obtenemos,
/\/1 +uldu = /secgﬁde.

Esta dltima integral se puede resolver integrando por partes, si consideramos

u = secl do = sec?26d0
du = secftanfdo U = tand.

Siguiendo con algunos célculos directos y teniendo en cuenta que tan? § + 1 = sec? §, obtenemos

/se030d6 :tanesecﬂ—/seCGtan29d0

:tan@sec&—/se030d9+/se69d0,
de donde se sigue que
2/se030d6 = tanfsech + In|secd + tanf| + c.
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Ahora, para retornar a las variables originales, consideramos el tridngulo rectdngulo asociado a
la relacion u = tan 6, y procedemos a calcular todas aquellas razones trigonométricas involucradas
en la expresion previa. Obtenemos,

1
/sec39d9:2<ux/1+u2+ln‘\/1—|—u2+u}> + c.

Por lo tanto,

é Uz+ <um+ln‘ 1+u2—|—uD
@3—5%-%Cm%+h4¢5+4)—(v§+h4¢§+1D. O

u=2
u

=€

EJEMPLO 2.2.6 Calcula, si es posible, el valor de

1 y2
/ / (x2 +y)dx dy.
—1.Jo

Solucién. La funcién f(z,y) = 2% + y es continua sobre R?, y en particular lo es sobre la regién
acotada

D={(z,y) eR?: -1<y<1 A 0<z<y*}.

x 2
Tr =
/’y

> |

5

-1 1 ¥

Figura 2.11. Grifica de laregion D = {(z,y) e R*: =1 <y <1 A 0 <z <y?}.

Luego, podemos integrar,

1 py? 1
/ / (a;2+y)d:cdy—/
-1Jo -1

1 6
Yy 3
— Lo d
/_1 3”) Y
Jln
21 4) |,
9
-2 0
21
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OBSERVACION 2.2.3 Sean u,v € C([a, b]) tales que

c<u(x) <v(z)<d Vz € [a,b].

Sea R = [a,b] x [c,d]ysea D ={(z,y) e R?:a <z <b A u(x) <y < v(x)}. Entonces:

» Eldrea de la region D viene dada por

b ru(z)
A(D) :/ /(,) 1dydz.

= Elvolumen del sélido S limitado por la supetficie z = f(x,y), con (z,y) € D, y el plano xy, el cual
corresponde al volumen limitado superiormente por la superficie z = | f(x,y)| > 0, con (z,y) € D,
sobre el plano xy, y limitado lateralmente por una superficie perpendicular al plano xy, viene dado por

b ru(z)
v = [ [ s uayae

En particular, si z = h, con h > 0, entonces el sélido S’ con base D y altura h tiene volumen

b ro(x)
V(S = / /< ) hdydxz = h A(D).

EJEMPLO 2.2.7 Mediante el uso de una integral doble, calcula el volumen de un cilindro circular
recto de radio r y altura h.

Solucién. En primer lugar, definimos la regién D sobre la cual vamos a integrar. Para ello, vamos a
considerar un cilindro circular recto tal que su base circular esté centrada en el origen, y contenida
en el plano zy. Entonces, el circulo centrado en el origen y radio  serd el dominio D de integraciéon
de la funcién constante f(z,y) = h. Para escribir correctamente los limites de integracién, notemos
que
D = {(z,y) € R*: 2% + y* < r?}
:{(a:,y)EIR2:—r§x§r A —MSyﬁM}.

Ui

y=—Vr?—a’
Figura 2.12. Grifica de la region D = {(z,y) € R* : 2° + y* = r*}.
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Luego, el volumen V' del cilindro circular recto de radio r y altura h estd dado por

r pVri—z? r o pVri—z?
V:/ / hdydx :2h/ / hdydz
—rJ— -rJO0

N
—2h/r Vr2 —z2dx
—r
x r? T
=2h (2 r2 — 22 4+ 5 arcsen <r>>

=2h (7’2 arc sen 1)

=ar’h. O

EJEMPLO 2.2.8 Sea D = {(z,y) e RZ: 0 <2 <1 A 0<y <2}yseaf:D — Rla funcién
definida por

1+z si(z,y) € Dy ={(z,y) € D:xz>2y}
fla,y) =
—1—y si(z,y) € Dy ={(z,y) € D:z <2y}.
Halla el volumen del sélido limitado por la superficie z = f(z,y), con (z,y) € D,y el plano zy.

Solucién. Notemos que D = Dy U Dy = [0,1] x [0,2] es un conjunto acotado y que podemos

reescribir las regiones D y Dy como:

Dlz{(x,y)€R2:0§x§1 A 0§y<§}

2
g x
DQZ{($,y)ER2:O§x§1 A §§y§2}
'y
2
y:§
1z

Figura 2.13. Gréfica de la region D = {(z,y) e R?: 0 <z <1 A 0 <y < 2} sub-dividida en las regiones
Dlz{(l‘,y)GR2:0§x§1 A OSy<%}yD2={(x,y)e]R2:O§a:§1 A %SySZ}

Notemos también que Dy N D tiene medida cero pues se trata de un segmento de recta de

longitud finita. Luego, podemos integrar separadamente sobre D; y sobre D, para finalmente
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sumar estas integrales y obtener la integral sobre D. Como f(z,y) = 1+ 2 > 0 en D;, entonces el

volumen bajo la superficie z = | f(x, y)| en D;, sobre el plano zy, estd dado por

vlzfolff f ()| dy da =/01/f(1+w>dydx
:/01(1+x) "

dzx
1
:/ E(1—i—a:)dac
0o 2

y=0
22 23\ [T
:<4+6)

5
12

=0

Por otro lado, como f(z,y) < 0 en D5, el volumen bajo la superficie z = |f(x,y)| en Do, sobre el
plano xy, estd dado por

vgz/olﬁwf(x,y)rdydx :/01/j<1+y>dydx

y=2

a:2 .733) =1
— 4x -

< 4 24) 1.
8
24

Luego, el volumen del sélido es
V="+W
5.8
12 24
_ 99. 0
24

EJERCICIOS 2.2.1

1. SeaD = {(z,y) e R?: 1<z <e A 0<y<Inz}ysea f una funciéon integrable sobre D.
Cambia el orden de integracién y obtén una integral equivalente a

/16 /Olnmf(x,y) dy dz.
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/ /D f(,) dA,

utilizando limites de integracién adecuados sobre las regiones D dadas.

2. Reescribe la integral doble

a) D= {(z,y) e R?: 2* +y* <1}
b) D={(z,y) eR*: 1< 2> +y* <2} n{(z,y) € R®: y > 27}
c) D es el triangulo de vértices (0,0), (2,1), (—2,2).

3. Encuentra el drea de la regi6n encerrada por las curvas y = 2% y y = 4z — 22.

4. Expresa el volumen del s6lido encerrado por los paraboloides z = 2 +y? y 22 = 12—22 —y?
mediante una integral doble con adecuados limites de integracién.

4 (2
/ / sen(my®) dy dz.
0 Jvz

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 2.2.1 presiona aqui ”

5. Evalta, si es posible, el valor de

2.2.3. Evaluacién de integrales multiples de Riemann

TEOREMA 2.2.2 (Teorema de Fubini, segunda forma) Sea R = [a1,b1] X [a2,b2] X ... X [an,bN],
seaip € {1,2,..., N} fijo, ysea f : R — R una funcién integrable sobre R tal que para cada

z € [a;,, bi,| existe
/ flxi, e, ..., Xig—1,2, Tig+1,- - -, N ) dzr1 dzy ... dziy—1 dxigyr - .. dzy,
JR;,

donde éio = [(11, bﬂ X [(1,2, 52] X... X [(Liofl, biofﬂ X {(]/l'OJrl, bio+ﬂ X... X [(J,N, Z)N]. Entonces la funcion
F : R;, — R definida por

F(z) = /~ flzi, o, ..., Zig—1, 2, Tig4+1,- - -, eN)dzrday ... dzjy—1dzig+1 ... dzy
JR

es integrable sobre [a;,, b;,]. Mds alin, se verifica que

‘[I,,jo ()7'0
/ F(z)dz:/ /f(m1,m2,...,wi(J1,2,:1‘1'U+1,...,.rN)dzztld.rg...dzpio1d:1:130+1 ...dzydz.
aj, JR

ag 0

El Teorema 2.2.3 de Fubini, segunda forma, no solo nos da un criterio para evaluar integrales mdultiples,
sino que también nos habilita para realizar cambios arbitrarios en el de orden de integracion tal
como lo establece el siguiente corolario.
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COROLARIO 2.2.3 Sea R = [a1, b1] X [ag,b2] x... X [an,by] ysea f : R — R una funcién integrable
sobre R tal que para cada ip € {1,2,..., N}y para cada z € [a;,, b;,] existe

donde Rio = [(J,l. bﬂ X [(1/2, bg] X... X [aio,l, biofl] X [(lioJrl, bio+1] X... X [(LN, b]\r}. Entonces
/ f(x1,29,...,xn)de1dzs ... dzy = / f(x1,29,...,2n)day day ... day,
R R

donde la N-upla (ai,az,...,ay) es una permutacion arbitraria en el orden de aparicién de las

componentes de la N-upla (z1,z2,...,2zn).
EJEMPLO 2.2.9 Calcula la integral multiple

11 1 gl
/ / / / (2® + y*)(2¢%) dz dy dz dw.
0o Jo J-1J-1

Solucién. Claramente, la funcién f definida por f(z,y,z,w) = (2 + y?)(ze*) es una funcién
continua en R*, y por lo tanto también lo es sobre el rectdngulo R = [0,1] x [0,1] x [-1,1] x [-1,1],
que es cerrado y acotado en R?. Luego, f es integrable en R, y obtenemos

[ [ ][ s [ [ ([ @ emee ) wa
:/// (;mxy?) (ze")
T G o) e ) asa
- [ [ G i) e ZZdedw
[ LG g o) a

=0
z=1

=1
dydzdw
r=—1

El Teorema a continuacién nos permitird reducir nuestro trabajo para calcular el valor de
una integral cuando la funcién a integrar puede reescribirse en variables separables en ciertas
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subregiones rectangulares de la region rectangular original.

TEOREMA 2.2.3 (Integracién sobre un producto de rectingulos) Sea R; un rectdngulo en R,
sea Ry un rectangulo en RNz ysea f : Ry x Ry — R una funcién integrable sobre Ry x Ry. Si
E C R™M es un conjunto de medida cero y si para todo z € R; \ E existe [ r, /(2,y) dy, entonces
la funcién F; : Ry — R definida por

T Fl(?) = f(’ﬁ gj) dyy dyz...dy]\/2
Ry

es integrable sobre R;. Mds atn, se verifica que

/ Fl/ ( f(f-/?f)dmdyz---dym) dzidzs...dzn, / I
- Ry Ry R1 X Ra

COROLARIO 2.2.4 Sean Ni, No € NN tales que N; + Ny = N, sean R; y R rectdngulos en RM
y RM2 respectivamente, y sean g : B — Ry h : Ry — R dos funciones integrables sobre sus
respectivos dominios. Entonces, la funcién f : Ry x Ro — R definida por

T f(Z,9) = g(@h(y) V(T ) € R x Ry

es integrable sobre R x Ry y ademads se cumple que

/ 7= </ 9(Z) dzqy das . ..dl‘Nl> (/ h(7) dyy dys . . .dyNQ) .
R1><R2 R1 R2

EJEMPLO 2.2.10 Calcula la siguiente integral multiple usando el Corolario 2.2.4:

11 o1 gl
/ / / / (2% + y?)(2¢%) dz dy dz dw.
0o Jo J-1J-1

Solucién. Procedemos de la siguiente forma
112 1 2 1 1 1
/ / / / (2® + v (ze¥) dzdydzdw = / / ($2+y2)dxdy> (/ zdz) </ ewdw)
o Jo Jo J-1 0 J-1 0 0
=1 2 w=1
z
dy | | =
1

3 2
~((3+%) 0)<e—1>
Y 1. o
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2.2.4. Evaluacién de integrales multiples de Riemann sobre dominios mds generales

El siguiente resultado extiende al caso N = 3 la Proposicién 2.2.1 que fue dada para el caso N = 2.
PROPOSICION 2.2.2 Sean u, v : [a1,b;] — R dos funciones continuas sobre [a, b1] tales que

az < u(z) <wv(x) < be Vx € [ay,b1].

Sea D' = {(z,y) € R2:a; <2< b A u(x) <y <uv(z)}ysean ¢,v : D' — R dos funciones
continuas sobre D’ tales que

a3 < ¢(z,y) < Y(z,y) <bs  V(z,y) €D’

Sea D = {(z,y,2) € R? : a1 <& < by A u(z) <y <o) A dlz,y) <z < Pa,y)}y sea
f: D — R una funcién acotada, que ademads es continua sobre D salvo tal vez en un conjunto de

medida cero. Entonces f es integrable sobre D y verifica que

B o) pem)
J[[ t@vzav= " [ [ pay.2)dzdy o,
D a1 Julz) Joy)

OBSERVACION 2.2.4 En integrales triples es usual usar la notacién dV en vez de la notacion dz dy dx (o
dzdydzo...), en alusion a que estamos integrando sobre una region que posee volumen.

EJEMPLO 2.2.11 Sea D la regi6n acotada por los cilindros parabélicos = = —y* y z = 2?2, y los

J[[ @+ vazayaz.

planos ¢ =1,y = 0 e y = z. Calcula

Solucioén.

(1°) Partimos buscando los limites de integracién de una variable que dependa de las otras.
De acuerdo a la informacion disponible, nos conviene partir identificando los limites de la
variable z. Como —y? < 0 < 22 para todo z,y € R, si ponemos

olr,y) =—y* y W(z,y) =2, 2.1)
obtenemos que la variable z queda limitada de la siguiente forma

(b(.%',y) = _y2 <z< x2 = ¢(9U7y)

(2°) Ahora buscamos los limites de integracién de las restantes variables, en este caso z e y, los
cuales deducimos a partir de la proyecciéon de la regién D sobre el plano xy (o equivalente-
mente, el plano z = 0). Notemos que las proyecciones de los planos z = 1,y = 0ey ==
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sobre el plano zy son, respectivamente, las rectas ¢ = 1, y = 0 e y = 2. Notemos también que
las rectas z = 1 e y = x se intersecan en el punto (1, 1), las rectas z = 1 e y = 0 se intersecan
en el punto (1,0), y las rectas y = 0 e y = z se intersecan en el punto (0,0). Asi que ahora
podemos determinar los limites asociados a z e y sobre esta region.

Y y=zz
1

1 T

Figura 2.14. Grdfico de las rectas x = 1,y = 0 e y = x en el plano xy. Se observa que 0 <y < xy0 <z < 1.

Considerando

uwz)=0 y ov(zr)=u=z,
obtenemos que la variable y queda limitada de la siguiente forma

u(z) =0<y<z=uv(z), (2.2)
mientras que la variable x queda limitada de la siguiente forma

0<x<1. (2.3)

(3°) Desde (2.1), (2.2) y (2.3) podemos identificar la regién D sobre la que vamos a integrar, como
el conjunto de puntos (z,y,z) € R? tales que

—y* < z <a?
0<y<z

0<x <1.

(4°) Finalmente, obtenemos

///D(x+1)dxdydz :/Ol/om/t;(:c—i-l)dzdydx
[ e 2

X
1 x
:/ / (2% 4 2% 4+ 32z + ) dy dz
o Jo

z2=
dy dx
z=—y?

40  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.2. EVALUACION DE INTEGRALES MULTIPLES DE RIEMANN

1 3 3 y=x
x
—/ <x3y+w2y+y+y> dx
0 3 3/ ly=o
1 4 3
4 3 x
= —+—=|d
/0 <£L’ +a° + 3 + 3 ) x
4 (25 g\ |77
"3 (5 " 4)
3
=—-. U
5
Z )
Y
z
Figura 2.15. Gréfico de la region D acotada por los cilindros parabdlicos z = —y* y 2 = 22, y los planos

r=1,y=0ey ==x.

EJEMPLO 2.2.12 Sea D la regi6én acotada por los paraboloides circulares z = 3 — 22 — 42 y

z=12%+y?>—5,ylaregion dondez > 0 e y > 0. Calcula

JJ[ vasayaz.

Solucidn.

(1°) Partimos buscando los limites de integraciéon de una variable que dependa de las otras.
De acuerdo a la informacién disponible, nos conviene partir identificando los limites de la
variable z. Sin embargo, a diferencia del ejemplo anterior, no parece tan directo determinar
los limites superior e inferior de z. Una forma de proceder en estos casos consiste en estu-
diar un corte transversal de la regién D en R3 que contenga al eje z. Por ejemplo, podemos
considerar el corte asociado al plano y = 0 (o equivalentemente, al plano zz).
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o
QY

/ -5 \

Figura 2.16. Gréfico del corte transversal de la regiéon D cuando y = 0. Es decir, en el plano zz consideramos

la region entre las gréficas de las funciones z = 3 — 22 y z = 2?2 — 5. Este gréfico nos permitird establecer

adecuadamente los limites de integracion de la variable z.

El gréfico previo nos muestra qué funcién acota a z por abajo y qué funcién acota a z por
arriba. Considerando

dlay) =a*+y =5y Wy =3-a" -y,
obtenemos que la variable z queda limitada de la siguiente forma

d(z,y) =2 +y* =5 <2< 3—2" —y =1(z,y). (2.4)

Ahora buscamos los limites de integracion de las restantes variables, en este caso = e y, los
cuales deducimos a partir de la proyeccién de la region D sobre el plano zy (o equivalente-
mente, el plano z = 0). La proyeccién deseada corresponde a la sombra directa sobre el plano
xy de aquel corte transversal de la regién D, que sea paralelo al plano zy, y que posea mayor
drea. Observemos que este corte debe producirse justo donde se intersecan los paraboloides

circulares
z:x2+y2—5 y z:3—:v2—y2.
Como
P +yP—5=3-2>—y o 2+yP=14
y

(:c2+y2)—5§3—(x2+y2) s 224y? <4,
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al proyectar sobre el plano zy tal corte transversal, y considerando solo la zona donde = > 0

e y > 0, obtenemos el cuarto del circulo
%+ y2 <4

que esta ubicado en el primer cuadrante del plano zy, pudiendo ahora determinar los limites

asociados a x e y sobre esta region.

/

o
QY

Figura 2.17. Gréfico de la proyeccién de la regién D sobre el plano xy. Es decir, en el plano 2y consideramos
la regién entre las gréficas de las funciones y = 0y y = v/4 — 22, obteniéndose los limites para y, y finalmente
paraz,aqui0 <z < 2.

Considerando

u(z)=0 y o(z)= \/m,
obtenemos que la variable y queda limitada de la siguiente forma
u(@) =0 <y < Va—a? =), (2.5)
mientras que la variable x queda limitada de la siguiente forma
0<z<2. (2.6)
(3°) Desde (2.4), (2.5) y (2.6) podemos identificar la regién D sobre la que vamos a integrar, como
el conjunto de puntos (z,y,z) € R3 tales que

2 4+y? —5< 2 <3—a%—y?
0<y <Vv4—a?

0< <2

(4°) Finalmente, obtenemos

2 Via—22 p3—22—y?
/// ydrdydz :/ / / ydzdydx
D 0 Jo z24+y2—5
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2
dy dx

2 pV4—22
0 Jo z=x2+y2-5

2 pVa—x2
= / / (8y — 2%y — 2¢%) dy dx
0o Jo
2

y4 y=vid—x?
_ d? — 22— L
| (-2 -)

dx
2 4
z/ (8—4x2+x) dx
0 2

23 25\ |72
— 8y — 4" +
< Toigt 10)

128
=— [
15

2=3—x2—y

y=0

=0

<Y

Figura 2.18. Gréfico de la regién D acotada por los paraboloides circulares z = 3 — 22 —y?y z = 22 +y* — 5,

y las regiones donde x > 0 ey > 0.

EJEMPLO 2.2.13 Sea D la regi6n acotada por el cono circular recto 2? = 2%+ 32, el cilindro circular
recto 2% 4 22 = 1, y la regién donde z > 0. Calcula

/// xydadydz.
D
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Solucién.

(1°)

Partimos buscando los limites de integracion de una variable que dependa de las otras.
De acuerdo a la informacién disponible, podemos partir identificando los limites de la varia-
ble z. Nuevamente, como en el ejemplo anterior, no parece tan directo determinar los limites
superior e inferior de 2, asi que estudiamos un corte transversal de la regién D en R? que
contenga al eje z. Por ejemplo, podemos considerar el corte asociado al plano y = 0 (o equi-
valentemente, al plano xz).

Z=—x <A z==zx

Figura 2.19. Gréfico del corte transversal de la regién D cuando y = 0. Es decir, en el plano zz consideramos

la region entre las graficas de las funciones z = Va2 = |z| y z = V1 — 2. Este gréfico nos permitira

establecer adecuadamente los limites de integracién de la variable z.

(2°)

El gréfico previo nos muestra qué funcién acota a z por abajo y qué funcién acota a z por
arriba. Considerando

o, y) = Vai+y? y Plz,y) =V1-1?

obtenemos que la variable z queda limitada de la siguiente forma
o(x,y) = Va2 +y? <z < V1—a? =y(z,y). (2.7)

Ahora buscamos los limites de integracion de las restantes variables, en este caso = e y, los
cuales deducimos a partir de la proyeccioén de la regiéon D sobre el plano zy (o equivalente-
mente, el plano z = 0). La proyeccién deseada corresponde a la sombra directa sobre el plano
xy de aquel corte transversal de la regién D, que sea paralelo al plano zy, y que posea mayor
drea. Observemos que este corte debe producirse justo donde se intersecan el cono

22 =4 y?

y el cilindro circular recto
x? + 22 =1.
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Como

\/x2+y2:\/1—$2 s 2ut+yi=1

P2+ <1-22 o 2at4+4%<1,
al proyectar sobre el plano zy tal corte transversal, obtenemos la region eliptica
222 + y2 <1

del plano zy, pudiendo ahora determinar los limites de integracién asociados a x e y sobre

esta region.

1 y=1+1-—2z2

ol

1
V2

y=—v1-—2z2 1 o

Figura 2.20. Gréfico de la proyeccién de la regiéon D sobre el plano xy. Es decir, en el plano zy estamos

considerando la regién entre las graficas de las funciones y = —v1 —222 y y = /1 — 222, de donde se

deducen los limites para y, y finalmente para z, aqui f% <z< %

Considerando
u(z) =—-v1-222 y wv(x)=vV1-222

obtenemos que la variable y queda limitada de la siguiente forma
u(z) =—v1-222<y<+v1-222=0v(z), (2.8)

mientras que la variable x queda limitada de la siguiente forma

1 1
—nggﬁ. (2.9)

(3°) Desde (2.7), (2.8) y (2.9) podemos identificar la regién D sobre la que vamos a integrar, como
el conjunto de puntos (z,y, z) € R3 tales que

Vat+y? <z <V1-a?

—V1-222 <y <+v1-—222
1 < < 1
<z < —.
V2T T V2
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(4°) Finalmente, obtenemos

/// rydrdydz
D

T

% 1—2
/ / / rxydzdydx
—% —V1-222 J /2242
% 1—222 z=v1—xa2
/ / TYZ dy dz
—% —m z:\/x2+y2
T
/ﬁ/ a:y<\/1—x2—\/:c2+y2) dy dz
i
1 2 y=v1-2z2
1 P
/ﬂ x(y\/l—xQ—(xz—i—yQ)g) dx
-2 2 3 e /1227
X
1
/3
(]

Figura 2.21. Grafico de la regién D acotada por el cono circular recto z? = 2% + y?, el cilindro circular recto

z? + 2% =1, y laregién donde z > 0.

EJEMPLO 2.2.14 Sea D la region del primer octante acotada por el plano 3z + y + z = 2. Calcula

Solucioén.

JJ[ zawaya.

(1°) Partimos buscando los limites de integracién de una variable que dependa de las otras.

De acuerdo a la informacién disponible, podemos partir identificando los limites de la varia-

ble 2. Lo haremos estudiando un corte transversal de la regién D en R? que contenga al eje

z. Por ejemplo, podemos considerar el corte asociado al plano y = 0 (o equivalentemente, al

plano zz).
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N

Figura 2.22. Gréfico del corte transversal de la regién D cuando y = 0. Es decir, en el plano zz considera-

mos la regién del primer cuadrante acotada por la recta z = 2 — 3z. Este grafico nos permitira establecer

adecuadamente los limites de integracion de la variable 2.

El grafico previo nos muestra qué funcién acota a z por abajo y qué funcién acota a z por
arriba. Es claro que al considerar

P(x,y) =0y Yy =2-CBr+y),
obtenemos que la variable z queda limitada de la siguiente forma

p(z,y) =0<2<2— Bz +y) =U(z,y). (2.10)

Ahora buscamos los limites de integracién de las restantes variables, en este caso x e y, los
cuales deducimos a partir de la proyeccién de la regién D sobre el plano xy (o equivalente-
mente, el plano z = 0). La proyeccién deseada corresponde a la sombra directa sobre el plano
xy de aquel corte transversal de la regién D, que sea paralelo al plano zy, y que posea ma-
yor drea. Observemos que este corte debe producirse justo cuando z = 0, obteniéndose una
region triangular ubicada en el primer cuadrante del plano zy acotada por el eje z, el eje y y
la recta

3x+y =2,

que es el resultado de intersecar los planos
z2=0 'y z=2-3z+y).

Ahora podemos determinar los limites asociados a x e y sobre esta region.
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Y

Figura 2.23. Gréfico de la proyeccién de la regién D sobre el plano xy. Es decir, en el plano zy consideramos
la regién entre las graficas de las funciones y = 0y y = 2 — 3z, obteniéndose los limites para y, y finalmente

P 2
paraz,aqui0 <z < 5.

Considerando
u(z)=0 y wv(zr)=2-3z,

obtenemos que la variable y queda limitada de la siguiente forma
u(z) =0<y<2-3z=uv(x),

mientras que la variable x queda limitada de la siguiente forma

2
0<or <.
_95_3

(3°) Desde (2.7), (2.8) y (2.9) podemos identificar la regién D sobre la que vamos a integrar, como

el conjunto de puntos (z,y, z) € R tales que

0<2<2—-Bz+y)
0<y <2-3x

0<z <

JJ[ aawaya: -

oo\w

(4°) Luego,

Wi

2-3z—y
/ rdzdydx

z=2—-3x—y
dy dx

e
i

Il
\\
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2—3x
/ / x(2—3z—y) dydx
2 y=2—3x
:/ (2:1:y 3a:y y)
0 2

dx
2
2 9 3
(2:}5—637 +§x>d:c

:/03

=22 —2x3+2x4

8

y=0

2
=3

=0

Z

T

Figura 2.24. Grdfico de la regién D ubicada en primer octante y acotada por el plano 3z +y + z = 2.

OBSERVACION 2.2.5 Sean u,v € C([a1, b1]) tales que
as < u(z) <v(x) < be Vz € [a1,b1],
sea D' ={(z,y) ER?:a1 <o <b A u(z) <y <v(z)},sean ¢, € C(D’) tales que
ag < §(x,y) < P(z,y) <bs  V(z,y) €D,

ysea D = {(z,y,2) ER3:a1 <z <by A u(x) <y<wv(z) A d(x,y) <z <Y(z,y)}. Entonces, el

volumen de D viene dado por
¥(z,y)
/ / / 1dzdydz.
b(z,y)

50  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.3. CAMBIO DE VARIABLE EN INTEGRALES MULTIPLES

EJERCICIOS 2.2.2

1.

Sea D la regi6n acotada por el plano xy, el cono 922 + 22 = y? y el planoy = 9, con z > 0.

J[[ zasayaz.
J[[ zawayas,

72 2 2
D_{(x,y, 2)eR3:2>0 A y>0 A 220 A —|—‘ZQ+<1}.

Calcula la integral

Calcula la integral triple

donde

. Expresa el volumen del sélido acotado por el paraboloide z = 1—2%2—y? y el plano z = 1—y

como una integral triple, y calcula su volumen.

Sea D la regién acotada por el plano z = z, el plano = = 1, el plano zz y la superficie de

[ as2av.

ecuacion y = xz. Calcula la integral

. Sea f una funcién continua y acotada en R3. Para cada una de las siguientes integrales

I, encuentra todas las posibilidades para representar I mediante cambios en el orden de

integracion.

a) I:/lfx/yf(m,y,z)dzdydz,
b) I—/ / /$2+y f(z,y, z)dzdy dz.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 2.2.2 presiona aqui !

2.3.

2.3.1.

Cambio de variable en integrales miiltiples

Difeomorfismos

Aqui consideramos aplicaciones de la forma 7' : D* ¢ RY — R¥ cuya imagen es una regién

D contenida en RY. Es decir, T(D*) = D. Sobre esta clase de aplicaciones, algunas propiedades

adicionales seran consideradas posteriormente.
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EJEMPLO 2.3.1 Sea D* C RR? el rectangulo definido por
D*={(r,) cR*:0<r<1 A 0<6<2n},

yseaT : D* — R? la aplicacién definida por
TR B Y cos 6 _( =)
0 0 r sen 6 Y

Solucién. En la busqueda de la regién D, estudiamos los bordes del rectangulo D*, interpretando

Encuentra D = T/(D*).

cémo se transforma cada uno de ellos mediante 7.

0=0 N 0<r<1(rcreciendo) = 7" )=(")=("].
0 0 Y

Por lo tanto, el Lado I se transforma en el segmento de recta ubicado en el eje = (en la recta

m Ladol:

y=0)con0 < z <1, x creciendo.
= Lado II:

(1 0
0<6<2m(fcreciendo) AN r=1 = T — [ " - "),
0 sen 6 Y

Por lo tanto, el Lado II se transforma en la circunferencia x> + y?> = 1 (recorrida en sentido

antihorario).

s Lado III:

0=2m AN 0<r<1(rdecreciendo) = f( " >:<r>:<x>.
2m 0 Y

Por lo tanto, el Lado III se transforma en el segmento de recta ubicado en el eje x (en la recta
y=0)con 0 < z <1, x decreciendo.

s LadolV:

0 <60 <27 (0 decreciendo) A r=0 = f<2>:<8):<x>
)

0
Por lo tanto, el Lado IV se transforma en el origen, es decir en el punto ( 0 ) .
En conclusién, se observa que
D =T(D") = {(w,y) : a* + 42 <1}. O
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0 A .
21 T
/—\ YA
1
1 1 =
—1

G

Figura 2.25. La aplicacién T'(r,0) = (r cos,r sen6) = (z,y) transforma el rectangulo D*

= {(r,0) € R?:
0<r<1A0<6<2r}enelcirculo D = {(z,y) € R? : 2% + ¢y < 1}.

OBSERVACION 2.3.1 Observemos que la transformacién T del ejemplo previo no conserva el drea. Es
decir, A(D) # A(D).

DEFINICION 2.3.1 Una funcién T : D* ¢ RY — RY es inyectiva en G si

(VZ, ¥ € D¥) (a £7 = T(@) # f(ﬁ))
0, equivalentemente
(Vit,7 € D*) (f(ﬁ) —T@@) = a= 17) ,

donde @ = (ul,uQ, .. .,UN), U= (Ul,Ug, ce ,’UN).

EJEMPLO 2.3.2 Muestra que la aplicacién T : [0,1] x [0, 27] — R? definida por
LR TR A I cos 6 _[ =
0 0 r sen 6 Y

no es inyectiva, pero si lo es su restriccién a |0, 1]x ]0, 27].
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Solucioén.

= Ya vimos que

Por lo tanto, T no es inyectiva.

= Ahora, veamos qué sucede en |0, 1] x |0, 27].

7 ro\ 7 71 cos B _ [ 7r2cos 02
91 1 sen 91 T2 Sen 02
{ 71 cos 01 = 79 cos Oy

r1 senfy = ro sen by

73 (cos? 01 + sen? 0) = r3(cos® By + sen? 6)

=
=N

:’[”%

ry=ry puesr € (0,1]

A

6, =6 pues F(6) := (sen 6, cos0) es inyectiva en (0, 27]

(representa un tnico punto de la circunferencia unitaria).

1 ()
= = .
Por lo tanto, T es inyectiva. [

DEFINICION 2.3.2 Sea U un conjunto abierto en RN y sea T : U — R" una aplicacién de clase
C* definida por T(@) = Z

i) Llamamos matriz jacobiana de la aplicaciéon T', a la matriz DT (i) dada por

r oxp ox ox1
. 8.1'2 6902 81‘2
DT(ﬁ) = 8’&1 GUQ o %
8.%‘]\[ 81‘]\[ 8.%]\[

L 8’11,1 8uz o % J

if) Llamamos jacobiano de la aplicacién T en @, al valor J (1), que corresponde al determinante

de la matriz DT( i), esto es:
J (@) = det (DT (a@)).
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NOTACION 2.3.1 Las notaciones mas usadas para referirse al jacobiano de una aplicacién T tal
que f(ﬁ) = ¥, cuando éste existe, son

8(.%1,1‘2,...,:1}1\7) —J <x1,x2,...,xN>

Ja() =
T( ) 6(u1,uz,...,uN) UL, U2,..., UN

Por otro lado, cuando no resulta confuso, es usual escribir solo Jz.

DEFINICION 2.3.3 Sean U y V dos conjuntos abiertos en RY. Una aplicacién T : U — V es un
difeomorfismo de clase C" si T es biyectiva y tanto T como T~ son aplicaciones de clase C'.

TEOREMA 2.3.1 Sea U un conjunto abierto en R y sea T' : U — R una aplicacién de clase C".
Entonces, T : U — T(U) es un difeomorfismo de clase C? si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones:

i) T es inyectiva

i) Jp(u) #0 VieU.
EJEMPLO 2.3.3 Sea T : R2 — R? la aplicacién definida por
u = u u—v xT
v v U+ v Y
Prueba que T es un difeomorfismo de clase C'! de R2 en R2.

Solucioén.

= Notemos que p(u,v) = u — vy q(u,v) = u + v son polinomios de primer grado en R?, luego

T € CY(R?).
f (3] _ T us N Uy — U1 _ ug — v
U1 V9 U + U1 ug + v2

{ U1 — V1 = U2 — Vg

= Por otro lado,

Uup + vy = u2 + v2
= 2u; =2us A 2v] = 2v9

= U} =1uUz N\ V3 = V9
U1 U2

= = :
U1 (%
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= Notemos también que dado (z,y) € R?, el sistema

u—v=uc
uU+v=y
siempre tiene solucién (u,v) € R?, pues el determinante asociado al sistema es distinto de 0,

lo cual indica que T es sobreyectiva. Por lo tanto, T(R?) = R2.

» Finalmente, obtenemos

ox Oz

A a. 1 -1

ou Ov U 2
Yol oy oy 1 1 <v>

ou Ov

En consecuencia, desde el Teorema 2.3.1 concluimos que T es un difeomorfismo de clase C! de R?
enR?. O

EJEMPLO 2.3.4 Sea T : R2 — R? la aplicacién definida por

T»<u>:<e“cosv>:<x>.
v e’ senv Y

Prueba que 7' no es un difeomorfismo de clase C' de R? en R,

T b 7" Vk € Z.
v+ 2kw )

Por lo tanto, T no es inyectiva.

Solucién. Notemos que

En consecuencia, desde el Teorema 2.3.1 concluimos que T no es un difeomorfismo de O de R2 en R2. O

2.3.2. El teorema del cambio de variable

Comenzamos esta subseccién recordando una versioén del Teorema del cambio de variable para
integrales de funciones de una variable: Sea f : [a,b] — R una funcién integrable sobre [a,b], y sea
g : [e,d] — [a,b] una funcién estrictamente creciente, que es continua en [c, d] y derivable en (c,d), con
derivada continua (en particular se tiene que g es biyectiva y que g’ > 0). Entonces

b d
[ t@as= [ fg)gwan
donde g(c) = ay g(d) = b.
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OBSERVACION 2.3.2 El diagrama a continuacion representa la composicion f o g, con las hipdtesis

sefialadas previamente: .

[a,b) — R
g7 S fog
[c, d]

En particular, notemos que g transforma [c, d] en [a, b].

Apuntando a la obtencién de una férmula de cambio de variable para integrales multiples, enun-
ciamos algunos resultados técnico recopilados en el siguiente lemma.

LEMA 2.3.1 Sean U y V dos conjuntos abiertos en R y sea T : U — V un difeomorfismo.
i) U’ C U es abierto si y solo si el conjunto T(U’) C V es abierto.
ity K C U es compacto si y solo si el conjunto T'(K) C V es compacto.

iii) Sea K un conjunto compacto contenido en U. Entonces, K es medible si y solo si el conjunto
T(K) es medible.

iv) E C U tiene medida cero si y solo si el conjunto T'(E) C V tiene medida cero.

OBSERVACION 2.3.3 Sean U y V dos conjuntos abiertos de RN ysea T : U — V undifeomorfismo. EI
Lema 2.3.1 anterior indica que si K C U es un conjunto compacto medible en RY, entonces se verifica que

=

Fr(T(K)) = T(Fr(K)).

Este hecho es de mucha utilidad. Por ejemplo, si una regién abiertay acotada en R?, estd limitada por ciertas
CUTDAS SUAVES V1,72, - - - , Yn, ENtonces las imdgenes T(1),T(12);-- - T(vn) conformardn la frontera de la
region T(K). Aqui y en el resto de este apuntes, Fr(A) denota la frontera topolégica de un conjunto A C RV,

TEOREMA 2.3.2 (Teorema del cambio de variable) Sean U y V' dos conjuntos abiertos de R, sea
T : U — V un difeomorfismo de clase C'!, sea D un conjunto abierto contenido en V o un conjun-
to compacto y medible Jordan contenido en V, y pongamos D* = T-1(D) (o equivalentemente

-

T(D*) = D).Si f: D — R es una funcién integrable sobre D, entonces existe

/ F(T(@)|T3(@)| dug dus ... duy
e

y se verifica que

[ f(f)dxldxg...de:/ F(T(@))| T 5(@)| duy dus ... duy,
T(D*) D~

donde f(ﬂ’) =Z,cont = (ui,ug,...,uN) y £ = (21,22,...,TN).
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EJEMPLO 2.3.5 Usa el cambio de variable

(u+ v)? u+v
= _—_— /\ = 7
r=u i Yy 5

para calcular [[,zdxzdy donde D es la regién limitada por las curvas

arx=2—-9y>—2
i) & = —y>

i) x =2y — 3>
Adicionalmente, grafica la transformacion de la regién D originada por el cambio de variable.

Solucioén.

(1°) Un primer asunto de interés es determinar el difeomorfismo 7' que usaremos aqui con la
finalidad de establecer el cambio de variable en cuestién. De acuerdo a la informacién que
tenemos, debemos considerar la aplicacién 7 : R? — R? definida por

()-r(2)-(57)-)

Claramente 7' es de clase C''. En efecto, cada componente de la imagen es un polinomio,

los cuales son funciones de clase C*.

Claramente T es inyectiva. En efecto,
2 2
5w = [ up uy — Lte)” up — (izte2)
V1 V2 L‘gvl UQTW
U U
= = _

Calculemos ahora el jacobiano de la aplicacién T’ en (u, v) € R2. Tenemos

or Ox 1 u+v u+v
ou 22 1

Jz(u,v) = aZ GZ = ) ) =5 #0 ¥(u,v) € R2.
ou v 2 2

Veamos ahora si T es sobreyectiva. Sea (x,y) € R? dado. Si ponemos

u:;v—l—y2 y v:—:c—y2+2y,

obtenemos
(u+ v)? u+v
r=u——>">— e y= 5
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Por lo tanto, se verifica que

((2) ) () emwmaer(2)= (7))

De acuerdo a los puntos anteriores, tenemos que T es un difeomorfismo de R? en R.

(2°) Ahora vamos a determinar con precision la regién D* en términos de las variables v y v con
la finalidad de aplicar el Teorema 2.3.2 del cambio de variable de forma apropiada. De paso,

aprovechamos esta instancia para trazar la grafica solicitada.

= Con el fin de buscar puntos de referencia para el trazado de la regién D, comenzamos
intersecando las ecuaciones originales.

Tenemos,
)z=2—9y>—2

. D ST s 2o2y=0 = a=—1Ay=1
ixr=—y

Por lo tanto, (—1, 1) satisface i) y ii).

) z=2-—y*—2 3 1
) y2 Y = 2-4y=0 = z=- Ny=r_.
e =2y—y 4 2
Por lo tanto, % % sat1sface i)y iii).
i) x =
) v = y = 0.
i) r = 2y
Por lo tanto, (0, 0) satisface ii) y iii).

= Ahora transformamos las ecuaciones originales, que estdn escritas en términos de las
variables x e y, a ecuaciones escritas en términos de las variables u y v, con la finalidad
de determinar la regién D*.

Tenemos,
2 2
. 2
oz):u—M:2—(u+v) — (u+tv) > u=2—-—u—v = 2utov=2
4 4 2
2 2
S () R ) MUY SV
4 4
2 2
o iii) = u—(“tl”) :2(“;“)—(“2”) = u=u+v = v=0 Yu

La gréfica a continuacién representa a la aplicaciéon 7' de D* en D.
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v oy

- =2—y4—-2
7 r y Yy
2 1
m T =2y —y?
v=2—2u
/ 1 v
z=—y?
> —1
1 u , , /

Figura 2.26. Grafica de la aplicacién T'(u,v) = (u - W, “42“”) — (z,y) sobre la regién D* = T-1(D),
donde D es la region limitada por las curvas x = 2 — y? — 2y, z = —y> y z = 2y — y°. De esta forma, la
region D* queda limitada de la siguiente forma: 0 <v <2—-2u y 0<u < 1.

(3°) Ahora estamos en condiciones de evaluar la integral. Ponemos D* = T-1(D) y obtenemos

[[[rawan = [ (w02 L
(- )
[ (o ey

du

1 1 9 _ 3 3
:/ 2u—2u2—7( ) +u7 du

2 Jo 12 12

1(2 2 . (2—u) u4> u=t
= (-
2 3 48 48) |.—o
1
=—. O

48

EJEMPLO 2.3.6 Sea D* = {(u,v) e R2:0<u<1 A 0<v<1}ysea T:R?2 > R?la aplicacion

definida por
<U>HT<U):< i ):<x)
v v v — u? y

a) Prueba que T es un difeomorfismo de clase C! de int(D*) en T'(int(D*)).
b) Mediante un anélisis adecuado, realiza un bosquejo dela aplicacién T' de D* en D = T(D*).
c) (Es f: D — R definidapor f(z,y) = .— —7 integrablesobre D? Justifica tu respuesta.

d) Calcula [[, mdx dy.
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Solucién.

a) = Tenemos:

f U1 :f U9 N u1+v; _ ug—i—vg
v1 V2 U1 — U3 V2 — Uj

Uyl — U2 = V2 — U1

4

2 2

= uy —up = uj —ul
= U] = U2
= vy =v2 (puesu; —uz = vy — V).
Por lo tanto, T es inyectiva en int(D*).
= Claramente 7T es de clase C'! sobre int(D*), pues los polinomios son de clase C'.

= Calculemos ahora el jacobiano de la aplicacién T en (u,v) € int(D*). Tenemos,

Ox Oz
Y 1 1
Jp(u,v) = Ou v | _ =14+2u#0 V(u,v) € int(D*).
@ @ —2u 1
Ou Ov

Desde el Teorema 2.3.3 y los puntos anteriores, concluimos que T es un difeomorfismo de
clase C'! de int(D*) en T'(int(D*)).

b) Ahora transformaremos, mediante f, cada vértice y lado del cuadrado D* en el plano uv en
su correspondiente puntos y lados ubicados en el plano zy.

= Partimos estudiando los vértices de D* y su imagen asociada por T'. Tenemos:

(u,v) = (0,0) que se corresponde con (z,y) = (u + v,v — uQ)‘(u )=(0.0) = (0,0)
(u,v) = (1,0) que se corresponde con (z,y) = (u +v,v — u2)‘(uv = = (L, —1)
(u,v) = (1,1) que se corresponde con (z,y) = (u + v,v — u2)‘ =(2,0)

=(1,1)
(u,v) = (0, 1) que se corresponde con (z,y) = (u +v,v — uz)] (w0)=(0.1) =(1,1).

» Ellado del cuadrado D* que une el punto (u,v) = (0, 0) con el punto (u,v) = (1,0), esta
contenido en la recta v = 0. Luego,

2 2

(5y) = (w+v,0 =),y = (w,—u}) = o%=u=—y

v=0
= y=-z2
Por lo tanto, la curva que une los puntos (0,0) y (1,0) en el plano uv, se transforma

mediante 7 en una curva del plano zy contenida en la parébola de ecuacién y = —z2.
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» Ellado del cuadrado D* que une el punto (u,v) = (1,0) con el punto (u,v) = (1,1), estd
contenido en la recta v = 1. Luego,

(ac,y):(u—i—v,v—uQ)‘u:l:(l—i—v,v—l) = z—1=v Ay+1=vw
= y—xz+2=0.

Por lo tanto, la curva que une los puntos (1,0) y (1,1) en el plano uv, se transforma
mediante T en una curva del plano zy contenida en la recta de ecuacién y — z + 2 = 0.

» Ellado del cuadrado D* que une el punto (u,v) = (1, 1) con el punto (u,v) = (0, 1), esta
contenido en la recta v = 1. Luego,

(a:,y):(u+v,v—u2)|v:1:(u+1,1—u2) = rv—-1l=u ANl —y=1u?

= y=1—(z-1)>~%

Por lo tanto, la curva que une los puntos (1,1) y (0,1) en el plano uv, se transforma

mediante 7 en una curva del plano zy contenida en la pardbola de ecuacion y = 1 —
(x —1)2

» Ellado del cuadrado D* que une el punto (u,v) = (0, 1) con el punto (u,v) = (0,0), esta
contenido en la recta © = 0. Luego,

(xay):(U—F’U,’U—UQ)‘UZO:(U’/U) = z=v=y
= y—xv=0.

Por lo tanto, la curva que une los puntos (0,1) y (0,0) en el plano uv, se transforma

mediante 7" en una curva del plano zy contenida en la recta de ecuacién y — x = 0.

La gréfica de T'de D en D* se muestra en la Figura 2.27.

VA . Ui y=x
T
! !
y=z—2
y=1—(1-z)’

y=-—z

Figura 2.27. Grafica de la aplicacion T'(u,v) = (u+ v,v — u?) = (z,y) de D* a T(D*) = D, donde D es la

region limitada por lascurvasy =z, y=1—(z — 1) 2y =2 - 2yy = —2%
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c) Sif(xz,y) = yfi_l con (z,y) € D, con D = T(D*), entonces para cada (u, v) € D* obtenemos
(e (us), y(,v) 1
z(u,v),y(u,v)) =
» U3 YA v—u2—u—v-—1
B 1
o owtut 1

que es una funcién continua y acotada en D*, pues es un cuociente entre funciones continuas
(la funcién constante y los polinomios son funciones continuas) que no se anula en el
denominador, y que estd evaluada sobre una region acotada (D* es compacto en R?; es
decir D* es un conjunto cerrado y acotado en R?).

1 1
d ——dzdy = — ———(14+2u)dvd
)//Dy—x—lxy //D*u2+u+1( + 2u) dv du

1 r1 1
S . (142w dvd
/0/0u2+u+1(+u) vau

1 1 v=1
= —/ —— (v + 2uw)
0

d
uw+u+1 00 “

1
1
- = (1+2u0)d

/0u2—|—u+1( +2u) du

u=1

= —In(u®+u+1)

u=0

=—In(3). O

PROPOSICION 2.3.1 Sea T un difeomorfismo de clase C"! tal que

. O(x1,x2,...,ZN)
Jz = — 0.
T(U) (9(71,1,11,2,...,71/1\/) 7&
Entonces . o )
1/ o Ui, uU2,...,UN 7. e
!]'f (U) o o(z1,x2,...,xN) o (’)(Il L, T2y ey ZZ};\T) =J —1 (‘L)
I(u1,u2,...,un) ’ i

OBSERVACION 2.3.4 La importancia de la Proposicion 2.3.1 radica en el hecho que a veces conviene
calcular

a . 0 .
Y onvez decaleular 22 Wi=1,2,...,N.
ox; ou;

EJEMPLO 2.3.7 Calcula [ D%dA donde D es el conjunto limitado por las curvas

y2:2x,x+y:4yaj+y:12.
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Solucioén.

(1°) Partimos buscando una aplicacién S que transforme nuestra regién (en el plano zy) en otra
region (en el plano uv) que nos permita facilitar el cidlculo de nuestra integral.

Sean (z,y) € D.
= Si ponemos u = = + y, entonces
z+y=4 V zxz4+y=12 & u=4 VvV u=12.
» Observemos ahora que la curva y? = 2z estd compuesta de dos ramas:

y=V2r e y=-—V2z,

entonces parece 1til buscar una variable v que considere esta situacién. Notemos que el
tnico punto de la forma (0,yo) ¢ D entre las curvas y = —v/2z e y = —v/2z es el punto
(0,0), el cual no pertenece a la region contenida entre las rectas

r+y=4 y z+y=12.

Luego, para puntos (z,y) entre las rectas  +y = 4y x + y = 12, tenemos que

Y Y
=Vz & —=1 e =—V2zr & —=-1
’ NeT: ’ NeT:
Luego, si ponemos v = —£-, entonces
) )
—_—=-1 Vv —=1 & v=-1 V wv=1
V2r V2w

De esta forma, parece razonable considerar la aplicacion S : V C {(z,y) € R? : z > 0} — R?

()=5(0)-0)-(2)

(2°) A continuacién vamos a probar que S es un difeomorfismo de clase C'! de V en S(V), con V

definida por

un conjunto abierto en R? a determinar.

» Claramente S es de clase C?, pues tanto u(z,y) = z+y como v(z,y) = % son funciones
de clase C! en {(x,y) € R?: 2 > 0}.

= Ahora estudiamos la inyectividad de S. Tenemos,

o[ *1 o 2 T+ T2 + Y2
(! Y2 V271 V222

V1
= 1ty —==2T2+ Y2
64  Esta versién puede contener errores

NG



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.3. CAMBIO DE VARIABLE EN INTEGRALES MULTIPLES

= @ — 32 = 2= (/T2 — \/T)

N
Y2
= (a v (L v V) =0

= X1 =22 V X9+ Ys=—\/T1T2.

Notemos que la segunda igualdad no se tiene si nos restringimos al conjunto abierto V'
dado por
V={(z,y) eR*:2>0 A 2+y>0}.

Por lo tanto, S es inyectivaen V.

» Calculemos ahora el jacobiano de S. Para cada (z,y) € V se tiene

Ja(z.y) oxr Oy 1 (y+1) (2x 4+ y)
—»l" = = = — — = —)
s\ Y ov Ov _LLS L V2x \2x (237)%
Or aiy 2\/5355 V2x
y como
x>0 ANz+y>0 = 2x4+y>0,
entonces

Js(z,y) #0  V(z,y) eV.
Desde los puntos previos concluimos que S : V' — §(V) es un difeomorfismo de clase C'.

(3°) Ahora debemos chequear que D C V. Con este fin, estudiamos los puntos de interseccién
que se generan por las curvas que limitan a la regién D, tenemos,

w =22 ANaz+ty=4 = (4-1)? =22
= 22— 100+ 16 = (z — 8)(x — 2) = 0.
Por lo tanto, los puntos de interseccién entre las curvas y*> = 2z y z +y = 4 son los
puntos (2,2) y (8, —4).
syl =2r A z+y=12 = (12—-2)2 =22
= 22— 261+ 144 = (z — 18)(x — 8) = 0.

Por lo tanto, los puntos de interseccion entre las curvas y> = 2r y x +y = 12 son los
puntos (8,4) y (18, —6).

Notemos que todos los puntos quedan contenidos en la regién V, asique D C V.

(4°) Ahora, para comprender la situacién que tenemos, vamos a relacionar la frontera de D con
la frontera de su imagen por S.
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» El trozo del borde de D que une los puntos (8, —4) y (18, —6) en el plano zy, estd contenido
en la curva y = —/2, que en el plano uv se transforma mediante S en la recta v = —1.

» Eltrozo delborde de D que une los puntos (18, —6) y (8, 4) en el plano zy, esta contenido
en la recta y 4+ x = 12, que en el plano uv se transforma mediante S en la recta u = 12.

» El trozo del borde de D que une los puntos (8,4) y (2,2) en el plano xy, estd contenido
en la curva y = /22, que en el plano uv se transforma mediante S en la recta v = 1.

» El trozo del borde en D que une el punto (2,2) y (8, —4) en el plano zy, estd contenido
en la recta y 4+ = = 4, que en el plano uv se transforma mediante S en la recta u = 4.

De esta forma, estamos en condiciones de trazar la grafica de S de D en D* = S(D).

iy
=12—z .
Y y=Vaz S
4 =
)< T
1
2 18 z ~1 u
4 12
—4
—6
y=4—z y=-Viz

Figura 2.28. Gréfica de la aplicaciéon S (z,9) (x + v, ) = (u,v) de D en §(D), donde D es la region
limitada por las curvas y + z =4,y + = = 12 e y* = 2z.

(5°) Observemos finalmente que estamos frente a una situacién inversa a la deseada. Es decir,
hemos encontrado un difeomorfismo que corresponde al difeomorfismo inverso que
necesitamos segtn el Teorema 2.3.2 del cambio de variable. Esto es, §=1"1 (o bien T= SNy,
Asi que para aplicar el Teorema 2.3.2, y en vista de la Proposicion 2.3.1, debemos calcular

Jp(u,v) = Jg_i (u,v).

Tenemos, 1

J5-1(u,v) = (2$)%m

# 0 V(x,y) € D.

Finalmente, obtenemos
2 2 1
// ( :c+y)(9§+y) dA — // ( x—i—y)(i—i—y)(%) ————dudv conz=z(u,v); y = y(u,v)
D V2z . V2 (22 +y)

12
= / / ududv por definicién de u y v
1.J4

e

=128. O
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EJERCICIOS 2.3.1

1.

Calcula [, 2 dA donde D es la regién limitada por las curvas z(1 —y) = 1, z(1 —y) = 2,
oy =1lyaxy=3.

wIiN
wN

Sea a > 0. Calcula el valor de la integral [[;, f, donde D = {(m, y) € R?: 234y
2 2 2 2
flz,y) = (cﬁ —x3 *yﬁ) :

Sugerencia: Si lo estimas conveniente, usa el cambio de variable x = u cos

sa }y

B’UEyZUSGDSU.

. Calcula [/}, evi+ dA donde D es la regién limitada por los ejes coordenados y la recta y +

x—2=0.

Calcula [[,(2* + 4?) dA donde D es la region acotada por la curva z* + y* = 1.

. Sean a > 0y b > 0. Mediante el cambio de variable

u="—, v=.,/2y,

i
elcuadrado D = {a <z < a+h:b <y < b+ h} del plano zy, se transforma en una regién
D' del plano uw.

a) Calcula el jacobiano de T'.

b) Encuentra la razén entre el drea de la regién D’ y el area de la region D.

¢) Calcula el limite de la razén encontrada en a) cuando » — 0.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 2.3.1 presiona aqui .

2.3.3.

Integracién doble en coordenadas polares

La aplicacién

T: [0,00[x[0,27] — R2

(o) 200 )= )=

transforma coordenadas polares a coordenadas rectangulares.

La restriccion T' :]0, oo x |0, 27[— T (]0, 00| x ]0, 27[) es un difeomorfismo de clase C'!. Un punto

(z,y) del plano cartesiano puede se representado en coordenadas polares por el par

ordenado (r,6) cuya primera coordenada es igual a la distancia del punto al origen, esto es,

r= a4y

y cuya segunda coordenada es igual al 4angulo formado entre el eje horizontal y el trazo que une el
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origen con el punto dado, por lo tanto se verifica que

tanf = g.
T

04 T

2 P

a T

Figura 2.29. La aplicacién T(r,0) = (r cosf,r senf) = (x,y) transforma el rectdngulo en coordenadas pola-
res dado por D* = {(r,0) e R*: 0 <r <a A 0<6 <27}, en el circulo en coordenadas rectangulares dado
por D = {(z,y) € R? : 2% + y* < a}.

Como estamos interesados en calcular integrales usando este cambio de variable, necesitamos
calcular el jacobiano asociado a la restriccion de 7*:

Or Ox . ;
v cosf —r sen
Jy(r.0) = or 96 _ = r(cos? 6 + sen® ) = r.
9 Oy senf 1 cosf
or 00

Luego, por el Teorema 2.3.2 del cambio de variable, para toda funcién continua e integrable
f:D C R? = R,donde D = T(D*), se tiene que

// f(:n,y)dxdy:/ f(r cosO,r senf)rdrdf.
D D+

EJEMPLO 2.3.8 Sea D una corona circular de radio menor a; y radio mayor as, ubicada entre
los angulos 0 < oy < § < az < m yseaf: D C R? — R una funcién continua sobre su
dominio. Establece una férmula para la integral [ [, f(z,y)dA, usando el cambio de variable de
coordenadas polares a rectangulares.

Solucidn. Se tiene que

as a9
// f(x,y)dA:/ / f(rcosf,r senf)rdodr. O
D ai al
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T
oA /\

iy
a2 Yy =z tan ag /\
Jal a; &

= xrtan CEA/<
o Yy 1
ay ag

Figura 2.30. La aplicacién T'(r,6) = (r cos 6, r sen) = (z,y) transforma el conjunto D* = {(r,6) € (0, 0) x

(0,2r] t a1 <r<azg AN ag <0< az},0<a; <% <ay<menelconjunto D = {(z,y) € R? : af <

<Y

x2+y2§a§ A y>xztanay A y > xtanas}.

EJEMPLO 2.3.9 Sea D el circulo de radio a y centro en (g, yo), y sea f : D C R? — R una funcién
continua en su dominio. Establece una férmula para la integral [}, f(z,y) dA, usando el cambio
de variable de coordenadas polares a rectangulares.

Solucién. Como cada punto (z,y) del circulo de radio a y centro en (zg, yo) satisface la inecuacion
(z = 20)* + (y — 0)* < @,

podemos poner x — xy = rcosf ey = rsenf con0 < r < a,y0 < § < 27, y considerar el
difeomorfismo T :10, a[x ]0, 2r[— T (]0, a[x 0, 2x[), definido por

r [ r xo+ 1 cosf x
- T = = :
0 0 Yo + r sen 6 Y
Es fécil chequear que J(r, ) = # 0, pues r > 0, de manera que

a 2w
// f(x,y)dA:// f(zo+ 7 cosb,yo+rsend)rdfddr. O
D 0o Jo

EJEMPLO 2.3.10 Sea D es el circulo de radio a y centro en el origen. Calcula [ [, (z? + y?) dA

Solucién. Se tiene que

a 27 4
//(x2+y2)dA:/ / Pagdr =" O
D o Jo 2
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EJEMPLO 2.3.11 Calcula el drea encerrada por la cardioide r = 1 + cos 6.

Solucién. Sea A el 4rea de la cardioide, y sea T(D*) = D la regién encerrada por la cardioide,
donde T es la aplicacién de coordenadas polares a rectangulares. Entonces

://dA:// rdrdf
D *
27 1+4cos 6
/ / rdrdf
2 r=1-+cosf
B /0 E r=0

do
27
<1+20089+1+(DS(20)> do

2 2

o4 senfﬁ)) b=2m

I
>~

9—1—28

0=0

S
]

N l\.')\H DO | =
A

<

eje T
7€ 5 r=1+cosf

eje polar

T

Figura 2.31. Grifica de la cardioide r = 1 + cos 0.

EJERCICIOS 2.3.2
1. Mediante el uso de una integral doble, calcula el volumen del sélido en el primer octante
limitado por el cono z = r y el cilindro r = 3 sen 6.
2. Seaa > 0y sea D la regi6n del primer cuadrante acotada por la circunferencia 22 + y? = a?
y los ejes coordenados. Calcula el valor de [, e~ @*+¥*)da dy.

3. Calcula el valor de la integral [ (2? + y2)_%dA, donde D es el anillo determinado por la

inecuacién 1 < z2 + y? < 4.
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4. Calcula el drea del interior de una hoja de la rosa r = cos(36).
Para ver las Soluciones de los Ejercicios 2.3.2 presiona aqui !
2.3.4. Integracién triple en coordenadas cilindricas

La aplicacién

T: [0,00[%[0,27]x] — 00,00 — R?

T r 7 cosf
0 — T1 @ = r send =
z z z z

transforma coordenadas cilindricas en rectangulares.

La restriccion T :)0, oo x |0, 27[x | — 00, 0o[— T (]0, 0o[ x |0, 27[x ] — 00, o0[) es un difeomorfismo
de clase C'!. Un punto (z, y, 2) del espacio en coordenadas rectangulares puede ser representado en
coordenadas cilindricas por el trio (r, 6, z) cuya primera coordenada es igual a la distancia entre la
proyeccién del punto en el plano zy y el origen, esto es,

r=+/z2+y?

cuya segunda coordenada 6 es igual al angulo formado entre el eje = y el trazo que une la proyec-
cién del punto sobre el plano zy con el origen, por lo tanto se verifica que

tanf = g;
x

y cuya tercera coordenada es igual a la tercera coordenada rectangular, esto es,

[

2=z
T
6

» T 0

Figura 2.32. La aplicacién T(r,0,z) = (r cosf,r senf, z) = (x,y, z) transforma el rectdngulo en coordenadas
cilindricas dado por D* = {(r,0,2) e R3: 0 <r <rg A 0< 60 <2r A 0 <z < 2}, en el cilindro en
coordenadas rectangulares dado por D = {(z,y,2) € R®: 22 + y?> < a?: 0 < 2 < b}.
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Como estamos interesados en calcular integrales usando este cambio de variable, necesitamos

calcular el jacobiano asociado a la restriccion de 7

Jdr Ox Ox

or 00 0z cosf —rsenf 0
Jz(r,0,z) = 9y oy Oy |_ senf rcosf 0 |=r(cos?d+sen®) =r.
e or 00 0z

0z 0z 0z 0 0 1

or 00 0z

Luego, por el Teorema 2.3.2 del cambio de variable, para toda funcién continua e integrable
f:D CR? = R,donde D es laimagen por T de D*, se tiene que

/// flx,y,2z)dxdydz = // f(r cos@,r senf, z)rdrdfdz.
D D*

EJEMPLO 2.3.12 Calcula el volumen del sélido encerrado por la esfera 22 + 32 + 22 = 16 y el
cilindro (z — 2)? + y? = 4, al interior del cilindro.

Solucién. Sea T(D*) = Dla regi6n encerrada por la esfera 72 + 32 + 2% = 16 y el cilindro (x —2)% +
y? = 4, donde T esla aplicacién de coordenadas cilindricas a rectangulares.

ey

T~

/\-_ ) ’.”L‘

Y

Figura 2.33. Grdfica de la region D acotada por la esfera z® + y* + 2% = 16 y el cilindro (z — 2)* + y* = 4.

(1°) Partimos transformando las ecuaciones que encierran la regién. Primero transformamos la
ecuacion de la esfera. Tenemos,

x2+y2+22:16 = r24+22=16.
Transformamos ahora la ecuacién del cilindro. Tenemos
( -2+ =4 = 224+9>—42=0
= r2=4drcos¥h

= r=4cosb.
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(2°) A continuacién buscamos limites de integracién adecuados para la regiéon D*, que es la re-

gion que esta dada en coordenadas cilindricas.
» Tomando en cuenta los calculos previos, obtenemos para z:

P4+22=16 = 22=16—12

= z=+V16 -1
Por lo tanto, obtenemos que la variable z queda limitada de la siguiente forma

d(r,0) = =16 —r2 < 2 < /16 — r2 = 9(r,0). (2.11)

= Determinemos ahora el rango de variacién de las variables 7 y 6. Para esto, estudiamos
la proyeccién del cuerpo D sobre el plano zy (o bien plano z = 0). Es fécil chequear que
esta proyeccion corresponde al circulo

(x —2)* + 9 <4

Y ejeg
r =4 cosf

eje polar

T

Figura 2.34. Grifica de r = 4 cos#.

Segtun podemos apreciar en la figura 2.34, la variable r queda limitada de la siguiente
forma

u(@) =0<r <rcosf =uv(h), (2.12)
mientras que la variable 6 queda limitada de la siguiente forma

—ggeg . (2.13)

o] 3
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En resumen, la regién D* sobre la cual vamos a integrar esta limitada por:

Por lo tanto, si V es el volumen de la regién T(D*) = D, donde T es la aplicacion que

transforma coordenadas cilindricas a rectangulares, obtenemos

V—/// dxdydz—/// rdrdfdz
D *
z 4 cosf pvV16—r2
:/ / / rdzdrdé
-z.Jo —/16—72
Z 4cosf pV16—12
= 4/ / / rdzdrdéf
0 0 0
5 [4cosd 2=v/16—1r2
= 4/ / rZ dr do
o Jo 2=0

z 4 cos b
:4/2 rv/16 — r2drd@
0

0

32
=2/ Z(16 —r*
/03< 2)

r=4 cos 6

do

Njw

r=0

4.64 [2
:_76 ’ ((1—00829)86119—1) do
3 Jo
4.64 °0 =3
= (—0089+ S 9)
3 3 =0
128

9

EJERCICIOS 2.3.3
1. Sea D la bola unitaria en R3. Calcula el valor de [, 2e® '+ 4z dy dz.

2. Sea D el s6lido acotado por el cilindro 22 + y? = 4, el paraboloide z = 22 + y* y el plano
xy. Caleula [[[,, zdzdydz.

3.Sea D = {(z,9,2) € R® : 22 4+ 9> < 1 : 0 < z < 1}. Calcula el valor de
fffD ze @V dg dydz.
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4. Sea D el volumen exterior a la hoja superior del cono 2% = 2% + y? e interior al cilindro
a:2—|—y2 =1,conz > 0.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 2.3.3 presiona aqui !
2.3.5. Integracion triple en coordenadas esféricas
La aplicacion
T: [0,00[x[0,27] x [0,7] — R3

p p p cos @ sen ¢ T
0 — Tl o psenf sengp | =

¢ o} p COS ¢ z

transforma coordenadas esféricas en rectangulares.

Larestriccion T 3]0, oo| x |0, 27[x ]0, 7[— T (]0, 00| % ]0, 27[x ]0, 7[) es un difeomorfismo de clase C".
Un punto (z,y,z) del espacio en coordenadas rectangulares puede ser representado en
coordenadas esféricas por el trio (p, 0, ¢) cuya primera coordenada es igual a la distancia entre el

p=Vr2+y?+2%

cuya segunda coordenada 6 es igual al &ngulo formado entre el eje x y el trazo que une la proyec-

punto y el origen, esto es,

cién del punto sobre el plano xy con el origen, por lo tanto se verifica que
tanf = ¥ ;
x

y cuya tercera coordenada es igual al &ngulo entre el eje 2 y el trazo que une el punto con el origen,

por lo tanto se verifica que
z

\/a:2+y2—|—22.

—

T

cos ¢ =

(P, 0, QS)

Y
>

P

Figura 2.35. La aplicacién f(p, 0,¢) = (p cos@ sen ¢, p send sen ¢, p cos ) = (z,y, z) transforma el rectangu-
lo en coordenadas esféricas dado por D* = {(p,0,¢) e R*: 0<p<ryg A 0<0<2r A 0<¢p <7} enla
bola en coordenadas rectangulares dada por D = {(z,y, 2) € R? : 22 4+ y? + 2% < a?}.
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Como estamos interesados en calcular integrales usando este cambio de variable, necesitamos

calcular el jacobiano asociado a la restriccion de 7™

dp 00 0¢ cosf sen¢p —psenf sen¢g p cosf cos¢
_| % 9%y oy |_ 2
J7(p,0,9) = ap 90 96| senf sen¢ pcosf seng psenf cosp | = —p”seng.
% % % cos ¢ 0 —psen ¢
dp 00 0¢

Luego, por el Teorema 2.3.2 del cambio de variable, para toda funcién continua e integrable
f:D c R® = R, donde D es la imagen por T’ de D*, y dado que sen ¢ > 0'si ¢ €]0, [, se tiene
que

///D f(x,y,z)dzdydz = ///D f(p cosfsen ¢, p sen sen ¢, p cos ¢) p? sen ¢ dp df do.

EJEMPLO 2.3.13 Calcula el volumen del sélido encerrado por la esfera 22 + 42 + 22 = 4z y el cono
2% + y? = 22, contenido en la regi6én z > 0, al interior del cono.

Solucién. Observemos que la regién de integracion es un cono invertido cuya tapa superior es una

semiesfera. Usando coordenadas esféricas obtenemos

Z)

<Y

T

Figura 2.36. Sélido encerrado por la esfera z* + y* + 2* = 4z y el cono 2* + y? = 22, contenido en la region z > 0.

P4yt =22 A 220 = 22 4yi4 =222

= p?=2p?cos® ¢

1

2

= = —
cos” ¢ 5

s
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y
2?4+ +22=42 = p?=4pcos¢

= p=4cosq.
Luego, la region D* sobre la cual vamos a integrar esta limitada por
0< p <4coso
0< 0 <2r

<f
0< ¢ 1

Por lo tanto, si V es el volumen de la region T(D*) = D, donde T es la aplicaciéon que

transforma coordenadas esféricas a rectangulares, obtenemos

T 27 rdcos¢
V:/// dz dy dz :/ / / p* sen ¢pdpdf do
D
2 3 p=4 cos ¢
/ / —sen(ﬁ
=0

d0d¢
s 27
:/4/ Msen(bd@dqﬁ
0o Jo 3

u 3 0=2m
:/4 (64 cos ¢send>> 0
0 3

do
6=0
2764
3

/4 cos® ¢ sen pdo
0

_ 2m-64 <cos4¢> ‘¢:Z
3 i ) s

=8r. O

EJERCICIOS 2.3.4
1. Sea D la bola unitaria en R?. Calcula el valor de [, e(m2+y2+22)% drdydz.
2. Sea D la bola de R? de radio a y centro en el origen. Encuentra su volumen.
3. Sea D la bola unitaria en R?. Calcula el valor de [[[,(z? + y* + 2%) dz dy d=.
4. Sea D el octavo de esfera ubicado en el primer octante. Calcula el valor de
fffD xyzdxdydz.
Para ver las Soluciones de los Ejercicios 2.3.4 presiona aqui !
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2.3.6. Integracion triple en coordenadas toroidales
La aplicacién

T: [0,R] x [0,27] x [0,27] — R3

r r (R+ 1 seng) cosf 95
0 — T| 6 |=| (R+rsen¢)send | =] y
10) 10) 7 COS @ z

transforma coordenadas esféricas en rectangulares.

La restriccién T 3]0, R[x ]0, 2x[x ]0, 2x[— T (]0, R[x ]0, 2x[x ]0, 27]) es un difeomorfismo de clase
C'. Un punto (z,y, z) del espacio en coordenadas rectangulares puede ser representado en coor-
denadas esféricas por el trio (r,6, ¢) cuya primera coordenada estd determinada por la siguiente

= (Va2 + 2~ R)’ +2°

cuya segunda coordenada 6 es igual al &ngulo formado entre el eje x y el trazo que une la proyec-

relacion

cién del punto sobre el plano xy con el origen, por lo tanto se verifica que
tand = ¥ ;
x

y cuya tercera coordenada esta determinada por la relaciéon

z

JWVZTP R 42

cosp =

T

Z A

T, x

Figura 2.37. La aplicacion T(r, 0, ¢) = ((R+r sen ¢) cos 6, (R+r sen ¢) send,r cos ) = (z,v, z) transforma
el rectdngulo en coordenadas toroidales dado por D* = {(r,0,¢) e R® : 0 < r <719 < R A 0 < <
2t A 0 < ¢ < 27}, en el toro de radio mayor R y radio menor a en coordenadas rectangulares dada por

D={(z,y,2) e R¥: 2% +y* < (R+\/a2—22)2}.
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Como estamos interesados en calcular integrales usando este cambio de variable, necesitamos
calcular el jacobiano asociado a la restricciéon de 7™

Ox Ox Oz

or 90 99 cosfsen¢d —(R+rsen¢)senf rcosbcosd

oy 0Oy Oy 9
Jz(r,0,¢) = o 90 96| senfsen¢ (R+rseng)cosf rsenfcosd | = —rR—r-seno.

0z 0z 0z cos ¢ 0 —rsen ¢

ar 90 d¢

Luego, por el Teorema 2.3.2 del cambio de variable, para toda funcién continua e integrable
f: D c R3 = R, donde D es la imagen por T de D*, y dado que sen ¢ > 0'si ¢ €]0, [, se tiene
que

// f(z,y, z)dedydz :// f((R + rsen¢)cosf, (R + rsen @) sen b, rcos @) (rR + 2 sen ¢)drdfde.
D D+

2.4. Integracién multiple impropia

|

bajo el supuesto que f es acotada sobre D y el supuesto que D es acotado. En esta seccién nos

Hasta el momento hemos estudiado

interesa extender la definicién de integral multiple al caso en que uno de los supuestos anteriores
no se cumple, en cuyo caso hablamos de integral miiltiple impropia.

EJEMPLO 2.4.1 Sea D = [1,00) x [1,00),sea f : D — R definida por
1

(I7y) = f(ﬂ?,y) = m/

y considera para cada n € N, R,, = [1,n] x [1,n]. Es claro que

URn—D A RnCRpy1 VnelN A / fa:y)dxdy<// f(z,y) dz dy.
n=1 Rn 'n+1

¢Es posible definir [[,, f(x,y)dx dy?

Solucién. Parece razonable esperar que, si existiese el valor [ p f(x,y) dx dy, entonces se debiese

//Df(x,y)dxdy=nlggo//Rnf(x,y)dxdy.

¢ Coémo garantizamos que tal limite existe?

verificar

Sin embargo,
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Como

1
f(x,y):mzo V(z,y) € R?,

es facil chequear que la sucesién {ay, }nen, cuyos términos se definen por

ap = / f vn € N,
Rn

es una sucesion creciente de niimeros positivos. Recordemos ahora el siguiente resultado:

Toda sucesion de niimeros reales {xy, }ne que es creciente y acotada superiormente,
posee limite cuando n — co. Mds atin, su limite es igual a su supremo.

Luego, si nuestra sucesion fuese acotada superiormente, entonces su limite cuando n — oo, debiese
ser igual a su supremo.
Veamos que efectivamente existe M > 0 tal que

0<// (SR dxdy<M Vn € IN.
(z

Notemos que R,, C D,, = {(x,y) € R? : 1 < 22 + y? < 2n?}; y pasando a coordenadas polares,
obtenemos

1 V2n 271'1 1
0<// dedy</l /0 Mrd@dr<27r</1 T3dr>:7r<oo Vn € IN.

Por lo tanto,
3 lim // 2 5 dz dy.
n—oo ,’I;

Sin embargo, el resultado obtenido atin no es suf1c1ente para garantizar la existencia de

1
- _dzdy.
//D (@ +y22 Y

Debemos preguntarnos por aquello que sucede al cambiar la familia de conjuntos {R;, },c. En
concreto,

¢ Qué sucede si cambiamos la familia de conjuntos { Ry, }nen por otra familia de conjuntos acotados
{R}, }new verificando \J,-y R;,, = Dy R,, C R;, ,,, para cada n € IN?

Esta pregunta es crucial, pues de existir

/ / $2 5 dz dy,

su valor no puede depender de la eleccién particular de la familia { R, },en que cumpla las condi-
ciones antes mencionadas.

80  Esta versién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.4. INTEGRACION MULTIPLE IMPROPIA

En nuestro caso, notemos que cualquier familia de conjuntos acotados { R, } e tal que
o)
\JR,=D A R, CR,,,, VneN,

verifica lo siguiente:
(Vk € IN) (3ng, € N) tal que (Vn € N)(n > ny, = R), C R,).

La veracidad de la afirmacién previa se debe al principio de Arquimides, que sefiala lo siguiente:

Dado un niimero real r, existe un niimero natural n, tal que r < n,.. I

De esta forma, la sucesion {b, },cn de las integrales correspondientes a la familia de conjuntos

1

que es una sucesion creciente de nimeros positivos, queda acotada superiormente por el supremo

{R} }nen, es decir,

de la sucesién {a, }ncv de las integrales correspondientes a la familia de conjuntos { R, },,cw; y por
lo tanto la sucesion {by, }nen serd convergente.

Por otro lado, como { R, }nen ¥ { R}, }ne son, ambas, sucesiones de conjuntos crecientes en el
sentido de la inclusién, y tales que convergen a D, entonces

(Vp € IN) (3k, € IN) tal que (Vk € IN) <k >k, = m(R,\ R;) < ;) ,

R,\ R}) = // dz dy.
Rp\Ry,

Se sigue que, dado p € NN, existen k,,n;, € IN tales que

1 1
s dedy — G, < s drdy < s dzdy,
//R :c2+y e // @+y2)2 Y= //R (@ +y22 Y

"kp

donde

donde
1
0<cC :// ———5dedy — 0 cuando p — oco.
g Ry\Rj, (22 +y?)?

Recordemos ahora que:

Toda subsucesion de una sucesion convergente es convergente,
y converge al mismo limite de la sucesion.
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De esta forma, la subsucesién de nimeros reales {an,  }pc, donde

1
any, = //Rnk (22 +12)2 dz dy,
P

es convergente, y converge al mismo limite de la sucesién {a,}pen. Luego, por una simple aplica-
cién del Teorema del Sandwich, concluimos que la subsucesién {by, } ,civ, donde

1
bk, = // ———— drdy,
3 (22 + 42)2

es convergente, y converge al mismo limite que la sucesién {ay }pe.

Finalmente, recordemos que

Si una sucesion creciente de niimeros reales posee una subsucesion convergente, entonces
la sucesion completa resulta convergente, y converge al mismo limite que la subsucesion.

Entonces, por construccién, concluimos que el limite de la sucesién de ntimeros

1
—— _dzdy
[ wp

debe ser el mismo limite que el de la sucesién de ntiimeros

1
//R @ 1 2 W

lo cual nos conduce a pensar que es posible definir

1
//D 7(:62 ) dedy. O

Sea f una funcién continua que es integrable en cada subconjunto compacto de R”, sea D un
conjunto no acotado de RY, y consideremos una familia de conjuntos {D,, },,civ en RY, tal que

[o.¢]
UDn=D, D.cDn1 VneN
n=1

/Dn f(z,y)dedy < //Dn+1 f(z,y) dz dy.

Es evidente que la condicién de acotamiento:
dM >0 tal que ’/ f(a:,y)dz:dy‘ <M VYn € IN.
D'Il

por si misma, no es suficiente para garantizar convergencia de la integral

/ f(z,y) dedy,
Dy,

en particular cuando la funcién f cambia de signo.
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En efecto, sabemos que

Toda sucesién acotada de niimeros reales posee al menos una subsucesion convergente. I

Entonces, podria darse el caso en que la sucesion de ndmeros

{/?%f@zwdwdy}

en realidad tuviese més de una subsucesion convergente, y que no necesariamente ambas conver-

jan al mismo limite, como por ejemplo ocurre con la sucesién de nliimeros reales

{(=1)"new

que posee una subsucesién que converge a 1 (la subsucesion de los subindices pares) y otraa —1 (la
subsucesion de los subindices impares). De esta forma, para estudiar integrabilidad en situaciones
impropias mds generales, es conveniente introducir las siguientes funciones.

DEFINICION 2.4.1 Sea D un conjunto en RY, ysea f : D — R una funcién. Llamamos

» Funcién parte positiva de f ala funcién f* : D — R, definida por

by [ 1@ sif@) 20
i) = 0 sif(x)<0.

» Funcion parte negativa de f ala funcién f~ : D — R, definida por

—f(z) sif(z) <0

fe) = 0 si f(z) > 0.

OBSERVACION 2.4.1 Sea D un conjuntoen RN,y sea f : D — R una funcioén. Es ficil chequear que f+
y f~ son mayores o iguales que 0, que verifican lo siguiente

f=f=f
fl=f"+f".

Ademas, introducimos una clase de conjuntos que consideraremos en nuestras definiciones
formales a continuacién.
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DEFINICION 2.4.2 Sea D un conjunto en R tal que int(D) # & y tal que todo subconjunto
acotado de su frontera Fr(D) tiene contenido cero. Sea

J(D)={Bc RY : B C int(D) : B es medible Jordan} .

ysea f : D — R una funcién tal que [, f existe para cada B € J(D). Si los niimeros

*:sup{/Ber:BeJ(D)}
b*:sup{/Bf:BeJ(D)}

no son ambos infinitos, entonces definimos

/Df:a*—b*.

Sea D un conjunto en RY tal que int(D) # @ y tal que todo subconjunto acotado de su
frontera Fr(D) tiene contenido cero. Se tiene que:

» Si D es cerrado y acotado y f es integrable sobre D, entonces a* y b* son ambos finitos y se

cumple que
/ f = CL* - b*/
D

por lo cual la definicién de integral dada aqui es consistente con la nocién de integral (de
Riemann) que ya conociamos.

= Si D no es acotado o si f no es acotada sobre D o ambas situaciones a la vez, decimos que

|

es una integral impropia, la cual converge al valor a* — b* si ambos valores son finitos, o bien
diverge en otro caso.

TEOREMA 2.4.1 Sea D un conjunto en R” tal que int(D) # @ y tal que todo subconjunto acotado
de su frontera Fr(D) tiene contenido cero, y sea f : D — R una funcién. Asumamos que D no es
acotado o que f no es acotada sobre D 0 ambas situaciones a la vez. Si la integral impropia [, f
converge a un valor finito o diverge a +00, y si { B, }neiv s una familia de conjuntos en J(D) tal

que
e}

int(D) = | Jint(B,) 'y BuCBn1 VneEN,

n=1
/ f = lim / f.
n—oo n

entonces
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TEOREMA 2.4.2 Sea D un conjunto en R tal que int(D) # @ y tal que todo subconjunto acotado
de su frontera Fr(D) tiene contenido cero, y sea f : D — R una funcién. Si D no es acotado o si f
no es acotada sobre D o ambas situaciones a la vez, entonces: la integral impropia [}, f converge
siy solo si la integral [}, | f| converge.

OBSERVACION 2.4.2 Bajo las hipétesis del Teorema 2.4.2 anterior, si f es una funcion no negativa en D,
entonces [, f converge a un niimero real no negativo, o bien diverge a +occ.

Frecuentemente resultan de utilidad los siguientes resultados.

COROLARIO 2.4.1 Sea D un conjunto en R tal que int(D) # & y tal que todo subconjunto
acotado de su frontera Fr(D) tiene contenido cero, y sea f : D — R una funcién.

= Si [}, f converge o diverge a ooy {B, : a < p < b} es una familia de conjuntos en J(D)
tal que

D= U int(B,) y B,, C By, Vp1,p2 € (a,b) tales que p; < po,
a<p<b

entonces
/ f= lim f.
p—b" JB,

» Si [, f converge o diverge a 00y {B, : a < p < b} es una familia de conjuntos en J(D)
tal que

D = U int(B,) y B,, C B,, Vpi,p2 € (a,b) talesque p1 < pa,

a<p<b
— ]
f o= [ s

TEOREMA 2.4.3 (Criterio de comparacién) Sea D un conjunto en R¥ tal que int(D) # @ y tal

entonces

que todo subconjunto acotado de su frontera Fr(D) tiene contenido cero, y sean f,g : D — R dos
funciones integrables sobre cualquier conjunto que pertenezca a J(D). Si

[f(@)] <lg(z)]  VxeD,

entonces

i) / f converge si / g converge
D D

if) / g diverge si / f diverge.
D D
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EJEMPLO 2.4.2 Estudia la convergencia de

1
I= — —  _ dA.
//R2 (14 x2 + y2)P

1 2
f(l’yy):m>0 V(z,y) € R

Solucién. Sea p € R y pongamos

Como f es continua y positiva sobre R?, tenemos que I o bien converge o bien diverge a +ooc.

Consideremos los conjuntos
B, ={(z,y) e R*: 2> +¢y?> <n’} VneN,

los cuales verifican
o

R®=Jint(B,) A BnCBnp1 VnelN

n=1

Luego, usando el difeomorfismo T que transforma coordenadas polares a rectangulares, para
By ={(r,0):0<0<2r AN 0<r<n} Vn e IN,

obtenemos que T(B}:) = B, Se sigue que

271'
// TN R Tv dxd :/ drd9
1—|-(£ +y 0 0

1 .
71+n2)19 1) sip#1
win(1l + n? sip=1.
Luego, aplicando el Teorema 2.4.1 obtenemos
I =lim I, =5 P~ O
n—o0 .
00 sip <1.

EJEMPLO 2.4.3 Evalua, si es posible, [/, \/—)2 dx dy, donde R = [0,1] x [0, 1].

Solucién. Notemos que la integral [, ﬁ dz dy es impropia, pues la funcién
z—y

f(ﬂ«"ay):w
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se indetermina sobre la recta x = y en R, y de hecho se tiene que

lim  f(z,y) = +oo,

|z—y|—0

por lo que la funcién f no es acotada en

R\ {(z,y) € R:z =1y},

siendo {(z,y) € R : z = y} un conjunto de contenido cero en R?.

Luego, para cada n € IN conviene considerar las regiones

1 1
Rl’n:{(x,y)€R2zx+n§y§1 A nggl—n}

1
R27n:{(x,y)€R2:0§y§m—n A

Notemos que

(Rl,n U Rz,n) C (R17n+1 U R27n+1) g R Yn € IN

o0

U (RinURspn) = R\ {(2,y) € R:z =y},

n=1

De esta forma, cualquier punto de la unién de las regiones R; , U Ry, esta”lejos”de los puntos de
la recta z = y en la region R.

Ahora integramos sobre cada una de estas regiones, y a su vez pasamos al limite

I, = lim A = lim

1 Lo ! 1
4 / _
oo Z/ V(@ —y)? oo Jar /(2 —y)?
1,n 17% | y:l
= lim 3/ (x—y)s dz
n—0o0 0 y:$+%

1—-L L 1
=3 lim ((:v—l)3— <—

dy dx

:c:l—%
=0
9
4

Anélogamente,
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dydz

I, = lim = lim

1 L [y=r
= lim 3/ (x —y)3 dz
n—00 1 y=0
1

n

LOr71\s o
= -3 lim <> —z3 | dz
n—oo |1 n
1 rx=1
3
= -3 lim <<1) T — 3:53)
n—»00 n 4 el
_9
4

Por lo tanto, 9
I = Il + I2 = 5 ]

OBSERVACION 2.4.3 Debemos ser cuidadosos al emplear el Teorema 2.4.1. En efecto, si f > 0 sobre
D, basta escoger cualquier sucesion conveniente (en el sentido de la inclusion) { By, }new de J(D) que
satisfaga | Jo~_y By y By, C By, para cada n € N, con el fin de obtener

/ f=1lm [ f
JB n—o00 B,

Sin embargo, cuando f cambia de signo sobre D, una eleccién particular de la familia de los { B, } puede
producir un limite finito en J(D), lo que nos puede llevar a concluir que [, f converge, aiin cuando esto

pueda no ser cierto, como veremos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.4.4 Sea D = [0, 00) x [0, 00). Estudia la convergencia de

// y cos x dx dy.
D

Solucién. Consideremos la familia de conjuntos

By, = [0,n7] x [0, n7].

Claramente, -
int(D) = | Jint(B,) A BnCBunpn  neN,
i=1
y se verifica que .
, L 2
nlg]go //Bn y coszdrdy = 5 nh—>Holo ((mr) sen (mr))

=0.
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Notemos que esto no es suficiente para concluir que la integral [,y coszdxdy converge. De
hecho, esta integral no converge. En efecto, consideremos ahora la familia de conjuntos

B = [o, (4n — 1)%} X [0, (4n — 1)5 Vn € IN.
Claramente,

int(D) = | Jint(B,) A B, CB,,;, nel,
=1

y se verifica que

i dedy = © 1 an—1") An — 1
A [, v cosmdrdy =g Jim, (4= 1)5)" sen ((4n ~1)3)

= —OQ.

Esto muestra que la integral impropia [ [, y cos z dz dy no converge. [

Para no cometer el tipo de error que se ha sefialado en la Observacién 2.4.3, y que fue ilustrado
en el Ejemplo 2.4.4, cuando f sea una funcién que cambia de signo procederemos de la siguiente

forma
(1°) Aplicamos el Teorema 2.4.1 o el Teorema 2.4.3 a la funcién
[fl=f"+F

con f >0y f~ > 0.Siaplicamos el Teorema 2.4.1, consideramos una familia cualquiera de
conjuntos { B, },en que verifique las condiciones de tal teorema, de manera que podamos

JAli

determinar si

converge o diverge.

(2°) Si [, |f| converge; es decir, si

/Drf<oo,

entonces [ f converge. Si queremos obtener un valor para [}, f, aplicamos el Teorema
2.4.1. Como

f = f+ - f_/
consideramos una familia cualquiera de conjuntos { B, }new que verifique las condiciones
del Teorema 2.4.1, de manera que podremos determinar el valor de [, f*y [, f~;y asi

Jo = " fo
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EJERCICIOS 2.4.1

1. Estudia la convergencia de la integral doble I, = [ R \/ﬁ dA, p > 0, donde
x24y

R={(z,y) eR*:|z| >1 A |y| >1}.

L 1
Sugerencia: Nota que W e >0 VY(z,y) € R\{(0,0)}, yque D; C R C Dy, donde

Dy ={(z,y) e R?: 22 +y> > V2} y Dy = {(z,y) € R? : 2° + y* > 1}. Luego, puedes usar
coordenadas polares y comparar.
2. Estudia la convergencia de la integral triple I, = [[[}, m dV, ¢ > 0, donde

D={(z,y,2) ER3: 2% + 9> + 22 < 1}.

En particular, evalda I, para g = 5 y para ¢ = 1.

. . 1 1 1
Sugerencia: Nota que si ¢ > 0 entonces ST I )T < RO < G
V(z,y,2) € R3. Luego, puedes usar coordenadas esféricas y el criterio de comparacién

para estudiar la convergencia.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 2.4.1 presiona aqui ”

2.5. Aplicaciones de la integracion multiple

2.5.1. Masa, centro de masa y momentos en R?

Para fijar ideas, en esta seccién partimos considerando una lamina (o placa) rectangular
delgada R contenida en el plano zy. Mas especificamente, aqui consideramos R = [a,b] x [c,d],

y denotamos por:

» §(x,y) a la funcién densidad de drea de la lamina en el punto (z,y) € R, en [%}, la cual

asumimos continua sobre R.
» Pim ={a=uxp,21,...,2, = b} auna particion de [a, b]
= Poy={c=y0,Y1,...,Yyn = d} a una particién de [c, d]
. P = P1m x P2, ala particion rectangular de R generada por Pi,, y P2, la cual consta de

mn rectdngulos aqui denotados por R;j, i =1,2,...,m;j =1,2,...,n.

Masa

Para encontrar la medida de la masa total de la ldmina procedemos de la siguiente forma: Sea
(Zij,¥ij) € Runpunto cualquiera del rectaingulo R;;; cuya drea es m(R;;) = Ax;Ay;; entonces una
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aproximacién de la medida de la masa del rectdngulo R;; es
6(Zij, Uij) Az Ay,
y sumando la medida de la masa de cada regién R;;, obtenemos una aproximacién de la medida
de la masa del rectdngulo R, la cual esta dada por
n m

Z Z 5((5,7‘, QU)A.%Ay]

j=1i=1

Por lo tanto, pasando al limite cuando || P| = 0 (recordar que || P = max{||P1.mllo0, |P2nlloc })s

obtenemos que la medida M de la masa de la limina completa esta dada por

M = hm 225 Tij, Uij) Az Ay; = // x,y)d

1Pl —_ 0557 is1

Momentos estiticos (primeros momentos)

DEFINICION 2.5.1 Llamamos momento estitico de una particula de masa m [kg] en torno a un eje,
al valor r m [kg|[m], donde r es la distancia desde la particula al eje.

La medida del primer momento en torno a un eje de una particula que posee masa, corresponde al
producto entre la masa de la particula y su distancia — que considera el signo — a tal eje. De esta
forma, la medida del momento de masa del rectdingulo R;; con respecto al eje = se calcula en forma
aproximada por la cantidad

Uij 0(Zij, Yij) AziAy;,
y sumando la medida del momento de masa de cada regién, obtenemos una aproximacioén de la
medida del momento de masa del rectdingulo R con respecto al eje z, la cual esta dada por

Z Z Uij 0(Zij, Yij) Awi Ay;.
j=1i=1

Por lo tanto, pasando al limite cuando 1P| — 0, obtenemos que la medida M, del momento de
m,n—oo

masa con respecto al eje x de la ldmina completa corresponde a

M, = Zzyz] xl]aylj A$1ij // y5 € y

IIPH — 0=

Anélogamente, la medida del momento de masa del rectdngulo R;; con respecto al eje y se calcula

91  Esta versién puede contener errores



CAPITULO 2. LA INTEGRAL DE RIEMANN EN R [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

en forma aproximada por
Tij 0(Zij, Uij) AxiAyj,
y sumando la medida del momento de masa de cada regién, obtenemos una aproximacién de la

medida del momento de masa del rectangulo R, la cual estd dada por

n

Z Z i'ij 5('7_7ij7 gzg)Al’sz]

j=1i=1
Por lo tanto, pasando al limite cuando |P| — 0, obtenemos que la medida M, del momento de
m,n—00

masa con respecto al eje y de la lamina completa corresponde a

Tij 0(T4j, Uiy ) Azi Ay Z//Riv5(w,y) dA

Centro de masa

El centro de masa de una ldmina se representa geométricamente por el punto (z, i), que en térmi-
nos dindmicos se comporta como el punto donde el balanceo de la ldmina permanece en equilibrio.

Entonces,

Momentos de inercia (segundos momentos)

DEFINICION 2.5.2 Llamamos momento de inercia de una particula de masa m [kg] en torno a un
eje, al valor 2 m [kg][m?], donde r es la distancia desde la particula al eje.

Desde la definicién anterior es razonable pensar que si tenemos n particulas, entonces el momento
de inercia total debe ser la suma de los momentos de inercia de cada una de las particulas. Siguien-
do esta idea, tenemos que el momento de inercia total debe ser

n

I:Zr?mi.

i=1
A continuacién extendemos este concepto a una distribucién continua de masa en una region
del plano zy. Procedemos como sigue: Sea (Z;;,¥i;) € R un punto cualquiera del rectingulo R;j;
cuya drea es m(R;j) = Ax;Ay;; entonces una aproximacién de la medida del momento de inercia
respecto del eje = en el rectangulo R;; serd

_9 _ _
ij 0(Tij, Uig) Azi Ay,
Luego, sumando los momentos de inercia de cada rectdngulo R;; y pasando al limite cuando

92 Esta versién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.5. APLICACIONES DE LA INTEGRACION MULTIPLE

1P — 0 obtenemos que la medida I, del momento de inercia respecto al eje x de la limina
m,n—00

completa es

I =
HPHm

ZZyU xlij’Lj A!TZA?/] // Yy 5 x y

,M—00 .7 1i=1

Anélogamente, la medida I, del momento de inercia respecto al eje y de la ldmina completa es

I, = lim ZZ ?j (Zij, Uij) Axi Ay, —//R:c2 §(z,y) dA
Jj=11=1

Il el

Ahora, tomando en cuenta que la distancia de un punto (z,y) € R? al origen estd dada /22 + y2,
también podemos calcular la medida I del momento de inercia respecto al origen de la ldmina completa,

la que corresponde a

L= _tim SOS @ +58) 63, 5iy) AriAy; = // 2 4 %) 8z, ) dA

ool j=1i=1

Finalmente, dada una recta L, y considerando la distancia de un punto (z,y) en la ldmina, a la
recta, distancia que aqui denotamos por r(x,y); podemos calcular la medida I;, del momento de
inercia respecto de la recta L de la ldmina completa, la que corresponde a

I = ZZ (a1 80 5) Ay = [ [ (o) )

IPH

m,n— oo ] 1i=1

OBSERVACION 2.5.1 Las férmulas obtenidas son vilidas en dominios generales donde la funcién densidad
resulte integrable. Mds atin, las formulas incluso se pueden validar para integrales impropias cuando éstas

converge.

Férmulas para la masa y momentos de laminas delgadas en el plano zy

m Masa:

M://RcE(:p,y)dA

m Momentos estaticos (primeros momentos) con respecto a los ejes coordenados:

MJC://Ryé(x,y)dA y My://Rxé(a:,y)dA
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m Centro de masa: (z, 7)
_ My s 7 M,
r = — = —.
M Y= M
OBSERVACION: Si la densidad es constante, el centro de masa se denomina centroide.

m Momentos de inercia (segundos momentos) con respecto a los ejes coordenados:

Ix://Rgf&(x,y)dA e Iy://R:zrzé(a:,y)dA.

m Momento de inercia con respecto a una recta L:

n=[ /R (r(z, )2 6(z,) dA,

donde r(z, y) es la distancia del punto (x,y) a la recta L.

m Momento de inercia con respecto al origen (momento polar):
I = // (2® +y*) 8(z,y)dA = I, + I,
R

m Radios de giro:
Iy
MI

I,
respecto del eje y: Ry = \/E,

I
respecto del origen: Ry = 1/ MO'

respecto del eje z: R, =

EJEMPLO 2.5.1 Determina la masa de una lamina que tiene la forma de una regién limitada
por la curva y = V1 — 22 en el semiplano y > 0 y cuya densidad estd dada por la férmula
§(z,y) = e®HV*,

Solucién. Se nos pide calcular

M = // ererdedy,
D

cuya region de integracion esta dada por
D:{(x,y)€R2z—1§x§1 A 0<y<V1-—2a?}

Para realizar el célculo de la integral requerida, transformamos la regién D mediante el uso de
coordenadas polares. Ponemos T(r,0) = (r cos,r senf) = (,y), y obtenemos T(D*) = D, donde

D*={(r,0):0<r<1 A 0<0<m}.
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T 1
M—// ex2+y2dxdy —/ / re”drdf
D o Jo
N /7T }e’"2 -
0 2

Luego,

do
r=0

EJEMPLO 2.5.2 Calcula el centro de masa de una ldmina que tiene la forma de una regioén limitada
por la semicircunferencia de ecuacion (z — %)2 +y? = (%)2 y el eje z, en la zona donde y > 0, y

cuya densidad superficial en un punto cualquiera es proporcional a su distancia al origen.

Solucidn. Sea ,

2
D:{(:L',y)G]RQ:(x—;> +y2§az A yZO}

y sea k la constante de proporcionalidad entre la densidad superficial en un punto de la lamina y la
medida de la distancia de este punto al origen. Notemos que la ecuacién de la semicircunferencia
se puede reescribir en la forma z? + y? = ax, y que la distancia de un punto (z,y) al origen es
V22 + 2. Luego, pasando a coordenadas polares T'(r,0) = (r cos6,r senf) = (z,y), la ecuacién

de la semicircunferencia equivale a

r’>=arcos <& r=acosh puesr > 0,

mientras que la distancia de un punto (z, y) al origen equivale a r. Ademés, T(D*) = D, donde
D*:{(T,G):O<r§a0059 A 0<0§g}.
Luego, la masa de la lamina es

z a cos@
M:// ka2 +y2dA :/2/ kr%drde
D 0o Jo

™

5 3
:k/
0 0

= ka3/ cos®0do
3 Jo

= ka3/2 cos (1 — sen? ) db
3 Jo

a cosf

dé

‘ =

oy W

k 1 =3
= —a3 [ senf — = sen>0
3 3 0=0
2
= ~ka®
9
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Ahora calculamos los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados,

z a cosf
sz// yk+/22+y2dA :k/Q/ r3senddr dé
D 0 0

T 4 a cos 6

sen 0 dé

Il
oyl
S—

(%)
|3

0

™

= ka4/2 cos* 0 sen 6 d6
4 0
k 59\ [°=2
4 cos’f 2
= —Q —_
4 ( 5 ) 0=0
1.y
= %k‘a

z a cosf
My:// v k2% 1y dA :k:/Q/ r3 cos 0 dr do
D 0 0

™

T 4
:k/QTCOSQ
o 4

a cos 6

do

0

3

= ka4/2 cos® 0 do
4 0
k 2 50\ 772
= —g* <sen9 — Zsen’ 6 + Sen )
4 3 5 0—0
2 4
= Bka .

Por lo tanto, el centro de masa estd ubicado en el punto

_ M, M,
(xay) = <M’M>
2 1
_ ﬁk:a4 %k‘cﬁ
%ka?’ ’ %ka?’

_ (3. 9
“\5%20%)

EJEMPLO 2.5.3 Determina el centroide de la region infinita ubicada en el segundo cuadrante y

comprendida entre los ejes coordenados y la curva y = e”.

Solucién. Sabemos que un centroide la densidad es constante, asi que en este ejemplo asumimos
que la densidad es fija e igual a §. Ademas, es claro que la regién D donde vamos a integrar esta
dada por

D={(z,y) eR?*:2<0 A 0<y<e)

96  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.5. APLICACIONES DE LA INTEGRACION MULTIPLE

Luego, la masa de la lamina es

0 [
M:/ / ddydx = hm/ / o0dydx
—o00 J0

=4 lim e’ dzx
b—00 b

=6 lim (1 —e™?)

b—o0

= 0.

Ahora calculamos los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados,

0
My:/ / x&dydx—hm// xddydx
—o0 JO

=4 lim ze’dx
b—oo —b

=6 lim (be " —1+e7?)
b—o0

=—0
y
0
Mmz/ / yddyder = hm/ / yddydx
—o0 JO
75 lim X dx
b—oo J_y
1 —2b
=-0 hm(l—e )
4 b—oo
= 75.
4

Por lo tanto, el centro de masa esta ubicado en el punto
o My M,
(z,9) = (M’M)
(030
)
1
=(-1,-). O
(-3)

2.5.2. Masa, centro de masa y momentos en R?

En dimension N = 3, a diferencia de lo realizado en dimensién N = 2, solo daremos las
férmulas.
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Férmulas para la masa y momentos de objetos s6lidos en el espacio zyz

M:///Dé(:c,y,z)dV.

m Primeros momentos con respecto a los planos coordenados:

Myzz///D:vé(x,y,z)dV, Mm:///Dy(S(:c,y,z)dV 7 Mxy:///Dzé(x,y,z)dV.

m Centro de masa: (7,7, 2)

m Masa:

Myz _:sz ZZMxy
VA Y

7B = .
MY M
OBSERVACION: Si la densidad es constante, el centro de masa se denomina centroide.

m Momentos de inercia (segundos momentos) con respecto a los ejes coordenados:

Ix:///D(y2+z2)5(ﬂc,y,z)dV, Iy:///D(ﬂc2+z2)5(ﬂc,y,z)dV
IZ:///D(xz—i—y?)(S(x,y, 2)av.

m Momento de inercia con respecto a una recta L:

n=|f /D (r(2,,2)* 8(2,9, 2) AV,

donde r(z, y, ) es la distancia del punto (z,y, z) ala recta L.

m Radio de giro con respecto a una recta L:

I
Rp=\/37

m Momentos de inercia (segundos momentos) con respecto a los planos coordenados:

Iyz—///szé(x,y,z)dV, Im—///Dyz(S(x,y,z)dV
Ixy:///DzQ(S(x,y,z)dV.

m Momento de inercia con respecto al origen:
b= [[[ @+ + 2502 av.
D
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EJEMPLO 2.5.4 Sea a > 0. Calcula la masa del sélido encerrado por la semiesfera de radio a metros,
con base centrada en el origen del plano zy, si la densidad de volumen en cualquier punto del sélido
es proporcional a la distancia desde el punto al eje z, medida en kilogramos por metro ctibico.

Solucién. Notemos que la distancia desde un punto (z,y, z) € R? al eje z esta dada por

d((x,y,0),(0,0,0)) = d((z,y),(0,0)) = va? + y*.
Notemos también que la semiesfera con base centrada en el origen y radio a tiene por ecuacién a

m2+y2+z2:a2.

2

De esta forma, si denotamos por D a la semibola 2% + y? + 22 = a? con z > 0, cuya proyeccién

en el plano zy es el circulo 72 + y?> = a?, nos resulta conveniente introducir el difeomorfismo
T(r,0,z) = (r cosf,r send, z) = (z,y, z) que transforma coordenadas cilindricas a rectangulares,
de manera que T(D*) = D, donde D* es la regi6n limitada por

0<r<a
0<6<2r

0<2z<+Va?—r2.

Luego, si k es la constante de proporcionalidad, la masa solicitada es:

2r  pra  Va?2-r?
M:/// k\/xz—kyzd\/:k/ / / r?dzdrdé
D 0 0 JO
2 a
:k:/ / r?va2 —r2drdf
0 0

2
1 1 1
= k/o <—47“(a2 - 7“2)% + §a2r a?—r2+ §a4 arc sen Z)

1 27
= —ka’n / d6
16 0

= éka‘*w? kg]. O

OBSERVACION 2.5.2 Otra forma de resolver el Ejercicio 2.5.4 es usando el difeomorfismo T (p, 0, ¢) =
(pcosBsen ¢, psenf cos ¢, pcos @) = (x,y, 2) que transforma coordenadas esféricas en rectangulares, de
manera que T(D*) = D, donde D* es la region limitada por

O0<p<a

0<0<2m

T
0<o< —.
(f)72
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Luego, si k es la constante de proporcionalidad, la masa solicitada serd:

g 27 a z
M= /// kv/x2 +9y2dV :k/ / /2p3s0n20d¢)dpd9
. D

B /M/ / (1 — cos(2(/))> dpdpdo
0 0 '
_ /M/ < B Sen@@)) '¢g dpdd
2 $=0
2/l
= 7T/ / p®dpdd
k ph |P=0
= —9 —
4 /U 4

de
L 42
:§ka7r kg]. O

p=0

EJEMPLO 2.5.5 Un sélido homogéneo esta limitado superiormente por la superficie p = a, e
inferiormente por el cono ¢ = «, donde 0 < o < 7. Calcula el momento de inercia del sélido
con respecto al eje z, si la densidad de volumen del sélido en cualquier punto del sélido es &

kilogramos por metro ctbico.

Solucién. De acuerdo a la informacién del enunciado, la regiéon de integraciéon, que aqui
denotamos por D, conviene que sea expresada en coordenadas esféricas. En estas coordenadas,

los limites de la regioén D son:
0<op<La

0<6<2m

0<p<a.

Luego, el momento de inercia del sélido con respecto al eje z es

IZ:///Dk(psenqb)QdV :k/()a/ozﬂ/oap4sen3¢dpd6?d¢

1 « 2T
= —kd® / / sen® ¢ df d¢
o o Jo

2 (6%
= m%/ sen® ¢ do

i) 0

2 1 g=a
= Zka®n [ —cosd + = cos®

5 3 $=0

2
= 1—5ka °r(cos® @ —3cosa +2)[kg]. O
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EJEMPLO 2.5.6 Calcula el centro de masa de un sélido con densidad constante k acotado por
abajo por el plano zy (o bien plano z = 0) y por arriba por el paraboloide z = 4 — 22 — .

Solucién. Como la proyeccién del paraboloide z = 4 — 22 — y? sobre el plano xy es el circulo
2% + y? < 4, nos conviene describir la regién de integracion, aqui denotada por D, en coordenadas

cilindricas. En estas coordenadas, los limites de la regién D son:
0<0<27m
O0<r<2

0<2z<4—r2

Luego,
o 2 pd—r?
M:///kd\/:k/ // rdzdrdé
D 0 0o Jo
27 2
:k/ /ﬂ4—ﬂwm@9
0 0
1 2 r=2
:—@/ (4-r%)% do
4 0 r=0
16 27
= — do
g
=8km
y

2 2 pd—r?
Mxy:///kzd\/ :k:/ / / zrdzdrdf
D 0 0 0

1 27 2
= k;/ / (4 —r%)2rdrdo
2 Jo Jo
1 27 1 . r=2
-~k — (4 -3 de
2 /0 ( 6( ' ) ) r=0

27
= 16k/ do
3 Jo
= ykﬂ'.
3

Por lo tanto, dado que por simetria se debe tener 0y y =0,y por otro lado, sabemos que

i’:
zy

z =

S

concluimos que el centro de masa solicitado es
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Capitulo 3

Curvas en R’y en R*

U na forma de describir la trayectoria de una particula en el plano R? es mediante ecuaciones
paramétricas de la forma x = z(t) e y = y(t), que representan a las coordenadas de posicién
de la particula en el plano en el tiempo ¢. Similarmente, podemos describir la trayectoria de una
particula en el espacio R® mediante ecuaciones paramétricas de la forma z = z(t), y = y(t) y
z = z(t). La trayectoria completa de la particula representa una curva orientada en el plano o el
espacio, segiin corresponda.

En el presente capitulo, vamos a estudiar curvas en el plano y el espacio que dependen de un
pardmetro, vamos a calcular su longitud de arco y a introducir el concepto de integral de linea, para
finalmente establecer el Teorema de Green, que relaciona una integral doble sobre una regién del

plano con una integral de linea respecto a una curva cerrada que recorre la frontera de tal region.

3.1. Funciones vectoriales

DEFINICION 3.1.1 (Funciones vectoriales) Sea I un intervalo en R y para cada ¢ = 1,2,...,N,
sea 1; : I — R una funcion real. La funcién
7 I — RN
t = () = @¥1(t),Ya(t), .-, YN ()

se denomina funcién vectorial de pardmetro t, respecto de las funciones v;, i = 1,2,..., N.

OBSERVACION 3.1.1

m Enelcaso N = 2, es usual escribir
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DEFINICION 3.1.2 (Limite de una funcién vectorial) Sea I un intervalo abierto en IR, sea
7: I — RY una funcién vectorial y sea L € RY un vector. Decimos que L es el limite de 7(t)
cuando ¢ tiende a ¢, lo cual escribimos como

si se cumple que

(Ve > 0)(36 > 0) talque (Vte I)(0< |t—to| <& = |7(t) — L| < e).
OBSERVACION 3.1.2 Si en la definicion anterior consideramos N = 3, 7#(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k y
e Lit+ Loj+ Lgl%, entonces

lim 7(t) = L

t—to

si y solo si
lim z(t) =Ly, limy(t)=Ls y lm 2(¢t) = Ls.

t—to t—to t—to

DEFINICION 3.1.3 (Continuidad de una funcidén vectorial) Sea I un intervalo abierto en R, sea
7 : I — R una funcién vectorial y sea ¢y € I. Decimos que 7 es continua en el punto ¢, si

fm 7(t) = 7(to).

t—to

Mas atin, decimos que la funcién 7 es continua en I si lo es en cada punto de 1.

DEFINICION 3.1.4 (Derivabilidad de una funcién vectorial) Sea I un intervalo abierto en IR, sea
7: I — RY una funcién vectorial y sea tg € I. Decimos que 7" es derivable en el punto ¢, si

(to + h) — 7(to)

J lim ,
h—0
en cuyo caso escribimos
dr 7(to + h) — 7(to)
—(to) = I .
a ) = i1 h

Maés atin, decimos que la funcién 7*es derivable si lo es en cada punto de su dominio.

OBSERVACION 3.1.3 Si en la definicion anterior consideramos N = 3 y 7(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k,
entonces 7(t) es derivable en t( si y solo si z(t), y(t) y z(t) son funciones derivables en to, en cuyo caso se
verifica que

dr

5 (o) = 2/ (to)2 + 1/ (to)] + 2/ (to)k.
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DEFINICION 3.1.5 Sea N = 2 0 N = 3, sea I un intervalo abierto en R y sea 77 : I — RY una
funcién vectorial que representa la posicion de una particula que se mueve a lo largo de una
curva de clase C*! en el plano si N = 2 o en el espacio si N = 3, entonces:

» El vector velocidad de la particula, en cualquier instante ¢, es el vector tangente a la curva, esto

es,

L dr
v = —.
dt
» La direccién del movimiento de la particula, en cualquier instante ¢, es la direccién de v, esto es
. U
V= -—5.
il

= La rapidez de la particula, en cualquier instante ¢, es la magnitud del vector ¥, esto es,

v =7

» El vector de aceleracién de la particula, en cualquier instante ¢, es la derivada de ¢ cuando esta
existe, esto es,
R A
i=—=—.
dt  de?
OBSERVACION 3.1.4 Notemos que la velocidad de una particula en movimiento se puede expresar como
el producto de su rapidez y direccion, esto es,

TEOREMA 3.1.1 (Reglas de derivaciéon para funciones vectoriales) Sea I un intervalo abierto en
R,sean @ : I — RV yv:I — R” dos funciones vectoriales derivables en I, sea C € RY un
vector constante, sea ¢ € R un escalar y sea ¢ : I — R una funcién real derivable en I. Entonces
se verifican las siguientes propiedades:

i) Derivada de una funcién vectorial constante

d = =
&C—O.

ii) Derivada de un escalar por una funcién vectorial

d, . dd
&(cu(t)) = ca(t) vVt el

iif) Derivada de una funcién escalar por una funcién vectorial

—

dv

d . P
&(z/)(t)v(t)) =o' (t)u(t) + z/)(t)a(t) Vtel.
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iv) Derivada de la adicién (sustraccion) de funciones vectoriales

d, . du dv
&(u(t) + 0(t)) = a(t) + a(t) viel

v) Derivada del producto punto de funciones vectoriales

d da 47

&(ﬁ(t) - U(t)) = E(zt) - O(t) +at) - E(t) vt el

vi) Derivada del producto cruz de funciones vectoriales

d . dii . . dv
&(u(t) x U(t)) = a(zt) x U(t) + (t) x E(t) Vtel.

vii) Regladelacadena (Derivada de la compuesta entre una funcién vectorial y una funcién real)
d du

W) = ST@®) @) Vel

TEOREMA 3.1.2 (Funciones vectoriales de longitud constante) Sea I un intervalo abiertoen Ry
sea 7: I — RY una funcién vectorial derivable con longitud constante, entonces
dr
() — () =0 Vtel.
®)- 0
OBSERVACION 3.1.5 Notemos que si 7 : I — R? representa el movimiento de una particula que se mueve
sobre la superficie de una esfera con centro en el origen, entonces el vector posicion de cualquier particula
en un instante t posee longitud constante iqual al radio de la esfera. Es claro que el vector velocidad %

resulta ser tangente a la trayectoria 7 del movimiento, por lo que,

.
7(t) - d—Z(t) —0 Vtel

DEFINICION 3.1.6 (Integral indefinida de una funcién vectorial) Sea I un intervalo en R y sea
7: I — RY una funcién vectorial tal que 7(t) = (¥1(t),¥a(t),...,¥n(t)), para cada t € I, donde
Yi I - R,i=1,2,...,N, representa una funcién real de primitiva ¥;. Llamamos antiderivada
de 7 con respecto a t ala N-upla (U (t), ¥2(?),..., Un(t)), y llamamos integral indefinida de 7" con
respecto a t a la expresion

/ F(t) dt = (V1(2), Ua(t), ..., Un(t) +C  donde G € RY es arbitrario.

Como era esperable, si ¥ es una antiderivada de 7, entonces

donde C es un vector constante arbitrario.
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Por ejemplo, si N =3y

X, Yy Z

son, respectivamente, antiderivadas de z, y y z, entonces
/F(t) dt = / (x(t)i+y(t)j+ 2(t) k) dt

_ </x(t)dt>i+ (/y(t)dt>j+ </z(t)dt>z%

Es decir, se verifica que

es una antiderivada de 7.

DEFINICION 3.1.7 (Integral definida de una funcién vectorial) Sea 7 : [a,b] — R una funciéon
vectorial tal que 7(t) = (1(t),¥2(t),...,%¥n(t)), para cada t € [a,b], donde ¢; : [a,b] — RY,
i=1,2,..., N, representa una funcién real integrable en [a, b]. Entonces, i’ es integrable en [a, b] y
la integral definida de 7 en [a, b] estd dada por

b b
/ F(t)dt = / (1)1 + Yot in+ ..+ (t) i) dt

= (/abq/)l(t)dt> i1+ (/abqu(t)dt> fo+...+ </:¢N(t)dt> iN-

3.2. Curvasen R’yen R*

En esta seccion reduciremos nuestro estudio a dimensiones 2 y 3

DEFINICION 3.2.1 (Representacion paramétrica de una curva) Sea N = 2 o N = 3. Una curva
v en R es un conjunto dirigido de puntos de R para los cuales existe una funcién continua
7 : [a,b] = RY tal que 7([a,b]) = 7. La funcién continua 7 se denomina parametrizacion o
trayectoria de la curva «. El conjunto es dirigido en el sentido que 7 establece un orden en el cual
aparecen los puntos 7(t) € 7 cuando t varia desde a hasta b. El punto i"(a) se denomina punto
inicial de la curva, mientras que el punto 7(b) se denomina punto terminal.
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DEFINICION 3.2.2 Sea N = 20 N = 3, sea y una curva en R" y sea 7" : [a,b] — R una parame-
trizacién de . Decimos que

» BeRY pertenece a la curva v si 3ty € [a, b] tal que By = #(to).

El conjunto {P € RY : 3¢ € [a, b] tal que P = 7(t)} es la traza de la curva ~.
= 7 es una curva cerrada si ¥(a) = 7(b).

= P € v es un punto miltiple si existe mas de un valor ¢ € Ja, b| tal que P = #(t).

= 7 es una curva simple si no tiene puntos multiples. Es decir, v es simple si 7 es inyectiva en
la, b].

= 7 es una curoa suave si posee una parametrizacion 7 € C([a, b]; RY), en cuyo caso también
decimos que 7 es suave.

» ty € [a,b] es un punto singular de 7 si

» to € [a,b] es un punto reqular de 7’ si

) 0.
» v es una curva regular si admite una parametrizacion i tal que cada ¢t € [a, b] es un punto
regular de 7, en cuyo caso también decimos que la parametrizacién 7 es reqular.

= 7 es seccionalmente reqular o regular a trozos si admite una parametrizacioén regular, salvo un
nimero finito de puntos singulares.

OBSERVACION 3.2.1 Sea N =20 N = 3.

w Si~yes una curva de trayectoria 7 : [a,b] — RY, tal que

dr
t 0,
(o) #
entonces la recta tangente a la curva +y en el punto (), es la recta que pasa por (o), que es paralela
al vector
dr
t
57 (0)-

= Con el fin de garantizar que una curva regular -y tenga rectas tangentes que varien continuamente
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sobre cada punto de su trayectoria asociada 7 : [a,b] — RY, es necesario que

dr S
—(( t 1, D).
TWAT  Veelay

En otras palabras, una curva reqular no posee “puntas” (esquinas o ctispides).

= Una curva seccionalmente regular (reqular a trozos) estd formada por un niimero finito de curvas
requlares que se han unido una tras otra por sus extremos (el punto terminal de una es el punto

inicial de la otra).

» Las definiciones presentadas son las que se usan en estos apuntes y no siempre coinciden con las de-
finiciones dadas en otros textos. La principal diferencia es acerca del significado de curva regular. En
algunos textos, y en nuestro lenguaje, ésta se define como una curva que admite una parametrizacion
reqular y suave; mientras que en otros se define como una curva que admite una parametrizacion
simple, regular y suave. De esta forma, al comparar los resultados aqui expuestos, se deben tener en

cuenta estas diferencias.

EJEMPLO 3.2.1 Muestra que la recta v en R? que pasa por el punto (zg, yo, 20) en la direccion del
vector ¥ = (vy, va,v3), con ¥ # 0, es una curva simple, suave y no cerrada. ;Bajo qué condiciones

la parametrizacién encontrada es regular?
Solucién. Notemos que la recta v puede ser parametrizada mediante la funcién vectorial
7: R — R3
t — 7(t) = (zo,0, 20) + t0.
= 7 es simple. En efecto, 7 es inyectiva, pues
(t1) =7(t2) = (x0,Y0,20) + 110 = (20, Y0, 20) + t2U
= ] =to.
= v es suave. En efecto, 7 es C1(R; R3) pues
z(t)=wzo+tv, yt)=yo+tve y 2(t)=z20+tuvs
representan funciones afines de una variable real, que son cada una de clase C' en Ry
Ft) = z(t)i+yt)j+2(t)k  VteR.
= 7 no es cerrada pues no tiene punto de inicio ni de término. En efecto, i’ es inyectiva en R, asi
que 7(t1) # 7(t2) para todo t1,t2 € R tales que t1 # t2, y

lim 7(t) # lm 7(¢) con lim |7(¢t)]| = +oo.

t——o00 t——+o0 t—+oo
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» La parametrizacién 7" de la recta v es regular, pues

dr(t)
dt

\ ’f"(t) = (.’1’:0, Yo, ZU) + t(vls U2, U3)
£ 20 20)

Y

=740 WeR O

<y

T

Figura 3.1. Parametrizacion de una recta v en R?® que pasa por el punto (2o, yo, o) en la direccion del vector

7= (1}1,1}2,’[]3).

EJEMPLO 3.2.2 Muestra que la circunferencia de radio a y centro en el origen, y recorrida en senti-
do antihorario en el plano xy, es simple, suave y cerrada. ;Bajo qué condiciones la parametriza-
cién encontrada es regular?

Solucién. Notemos que la circunferencia v puede ser parametrizada mediante la funcién vectorial

7 [0,27] — R2

t —  7(t) = (acost,asent).
= v es simple. En efecto, 7 es inyectiva en [0, 27, pues para t1,t2 € [0,27[, uno tiene que

7(t1) = 7(t2) cost] =costa A sent; =senty

=
= sentjcosty =sentgcost; A sent] = senty
= sen(t; —t2) =0 A sent; =sents

=

t1 = to.

= v es suave. En efecto, 7 es C1([0, 27]; R?) pues
xz(t) =a cost e y(t)=asent
representan funciones de una variable real, que son cada una de clase C* en [0, 27] y
m(t) = (x(t),y(t)) vt € [0, 27].
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= v es cerrada. En efecto,
7(0) = 7(27) = (a,0).

= La parametrizacion " de la circunferencia v es regular pues a > 0 implica que

dr

a(t) = (—asent,acost) #0  Vte[0,2n]. O

~

0
;
e

T

Figura 3.2. Parametrizacién de una circunferencia de radio a y centro en el origen en el plano xy.

DEFINICION 3.2.3 Una cicloide en el plano zy describe la trayectoria que sigue un punto P fijo
respecto a un circulo de radio R y a distancia a de su centro, cuando tal circulo rueda sobre una
linea recta. En particular, la curva de trayectoria

7: R — R2
t — 7(t)=(Rt—asent,R—acost)
representa una cicloide normal o simplemente cicloide si R = a, representa una cicloide acortada si

R > a, y representa una cicloide alargada si R < a.

EJEMPLO 3.2.3 Muestra que la cicloide es simple y suave, y que no es cerrada. ;Para qué valores
de t es regular?

Solucién. Consideremos la cicloide v cuya parametrizacion esta dada por la funcién vectorial
7: R — R?
t — 7(t)=(at—asent,a —acost).
= v es simple. En efecto, 7 es inyectiva, pues para ¢, t2 € R, uno tiene que

a—acosty =a—acosty = (0 =cost]; —costy

t1 4+ to t1 —to
= -2
= 0 sen( 5 >sen< 5 )

= t1+to=2kw V t1 —to=2km, keZ
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y

atj—asent) = ats—asenty = (t; —ta) =sent; — senty

= tl—t2:2cos<

2km =20
th—ty
N 5 = sen
to — 11
= sen
2
= t] = ts.

Luego, para t1,t2 € R se tiene que

77(751) = 77(752) =

» v es suave. En efecto, 7 es C1(R; R?) pues

t1 4+ 12 t1 — to
sen | ——
2 2

sity —te =2km, k€7,

h—t si
2

b _tz) si

[\

t1 = 2.

t1 + to
2

t1 + 1o
2

xz(t) =at —asent e y(t)=a—acost

= k7, k € Z, k impar,

=km, k€ Z, k par.

representan funciones de una variable real, que son cada una de clase C* en R y

vt € R.

= 7 no es cerrada pues no tiene punto de inicio ni de término. En efecto, al ser " inyectiva en
todo R, entonces 7(t) = 7(t2) para todo t1,t; € R tales que t; # ta2y

lim z(t) = —00 # 400 = lim xz(¢).

t—+00

t——o0

= Veamos ahora para qué valores de t la parametrizacién 7*de la cicloide 7y es regular. Tenemos,

47
—@®)| =0
5]

T ¢ ¢ 3

cost=1 A sent =0

t=2knw, keZ.

(a —acost)? + (asent)? =0

a=acost N asent =0

Por lo tanto, la parametrizacién 7 de la cicloide es regular para cada ¢t # 2k7, k € Z. [
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Y

P

am 2am dar T

Figura 3.3. Cicloide normal.

EJEMPLO 3.2.4 Muestra que la cicloide acortada es simple y suave, y que no es cerrada. ;Para qué
valores de t es regular?

Solucién. Consideremos la cicloide acortada v cuya parametrizacion estd dada por la funcién
vectorial

#: R — R
t — 7(t)=(Rt—asent, R —acost),
con0 < a < R.

= 7 es simple. En efecto, 7 es inyectiva, pues para ¢, t2 € R, uno tiene que
R—acosti =R —acosty = 0=cost; — costs

t t t1 —t
= O:—2sen<1;r 2>sen<12 2>

= t1+to=2km V t1 —to=2km, keZ

y

Rti—asent; = Rtas—asenty = R(t1 —t2) = asent; — asenty

R t1+1 t1 —t
= a(t1—t2)=2cos<122> sen< 12 2)

2km =0 siti —ty =2km, ke€Z,
Rti —t t1—t .t t .
N EIQ 2:sen<1 2> si 1—; 2:k7r,k€Z,k1mpar,
Rtg—tl tl—tg .t1+t2
= = Z .
o 2 sen< 5 si 5 km, k € Z,k par
= t] =1y,

pues % > 1. Luego, para t1,t2 € R se tiene que

F(tl) = F(tg) = 11 =to.
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= v es suave. En efecto, 7 es C1(R; R?) pues
x(t) = Rt —asent e y(t) =R —acost
representan funciones de una variable real, que son cada una de clase C' en Ry

() = (z(t),y(t))  VteR.

= 7 no es cerrada pues no tiene punto de inicio ni de término. En efecto, al ser 7 inyectiva en
todo R, entonces 7(t1) = 7(t2) para todo t1,t2 € R tales que t; # ta y

lim z(t) = —o0 # 400 = lim xz(t).
t——o00

t—+o00

= Veamos ahora para qué valores de ¢ la parametrizacién " de la cicloide acortada +y es regular.

Tenemos,
dr
E@) =0 & R-—acost=0 A asent=0
R
& cost=—>1 A asent =0.
a

Esto dltimo es imposible, pues cost < 1, para toda ¢t € R. Por lo tanto la parametrizacién

de la cicloide acortada es regularen R. [

iy

RY

& Rlﬂ' QR’]T 4R7r
2

Figura 3.4. Cicloide acortada.

EJEMPLO 3.2.5 Muestra que la cicloide alargada es suave, y que no es simple ni cerrada. ;Para qué
valores de t es regular?

Solucién. Consideremos la cicloide alargada v cuya parametrizacién estd dada por la funcién
vectorial
7 R — R?
t — 7(t)=(Rt—asent, R —acost),

con 0 < a < R.
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= 7 no es simple. En efecto, 7" no es inyectiva, pues para ¢, t2 € R, uno tiene que

R—acosti =R —acosty = 0 =cost; —costs

t t t1 —t
= 0:—25en< 1; 2>sen<122>

= t1+to=2kmw V t1 —ty=2krm, ke Z

y

Rti—asent; = Rtas—asenty = R(t] —t2) = asent; — asenty

R t1+1 t1 —t
= a(tltZ):QCOS( 12 2>sen<122>
t1 —t
2km =0 si 12 2 —km ke,
Rt1 —t t1 —t t t
= a122:sen(122> si1;2:kw,k€Z,kimpar,
Rty —t t1 —t t t
-2 1:sen(1 2> si 1+2:k7r,k:€Z,kpar.
L a
(Ft1,t2 € R, conty =2kmr —t1, k€Z, N 0< |t} —to| <)
=

tales que 7(t1) = (t), pues & < 1
= v es suave. En efecto, 7 es C1(R; R?) pues
x(t) = Rt —asent e y(t)=R—acost
representan funciones de una variable real, que son cada una de clase C* en Ry

7(t) = (x(t),y(t))  VteR.

= 7 no es cerrada pues no tiene punto de inicio ni de término. En efecto, al ser 7 inyectiva en
todo R, entonces 7(t1) = 7(t2) para todo t1,t2 € R tales que t; # ta y

lim z(t) = —00 # 400 = . lim xz(t).

t—+o0 ——00

= Veamos ahora para qué valores de ¢ la parametrizacién 7 de la cicloide alargada «y es regular.
Tenemos,

d R
Hr(t)H:() & 0O0<cost=—<1 A sent=0,
dt a

lo que es imposible, pues sent = 0 solosit = km, con k € Z, y cos(km) = 1 o cos(km) = —1.
Por lo tanto la parametrizacién 7* de la cicloide alargada es regular en R. [
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RY

uj 2R 4Rr

Figura 3.5. Cicloide alargada

DEFINICION 3.2.4 Una hélice circular recta en el espacio xyz describe la trayectoria que sigue un
punto que asciende (o descience) a través de la superficie de un cilindro de radio R, con angulo
de elevacién (o de depresién) constante, y cuya distancia que sube (o baja) el punto al dar una
vuelta completa alrededor del cilindro es h. El valor R usualmente es denominado como el radio
de la hélice, mientras que el valor h usualmente es denominado como la altura de paso de la hélice.

En particular, la curva de trayectoria

7: R — R3 "
t — t)= (R cost, R sent, t)
2m

representa una hélice circular recta de radio R, altura de paso h y que pasa por el punto (R, 0,0).

EJEMPLO 3.2.6 Considera una hélice circular recta en el espacio zyz de radio R y altura de paso
h, que pasa por el punto (R, 0,0). Prueba que esta curva es simple y suave, y que no es cerrada.
¢Para qué valores de ¢ es regular?

Solucién. Denotemos por Hp, a la hélice circular recta de radio R y altura de paso h, que pasa
por (R, 0,0) y cuya trayectoria corresponde al caso particular considerado en la definicién previa.

» Hp ) es simple. En efecto, 7 es inyectiva, pues para t1,t2 € R, uno tiene que z(t) = %t, para
t € R, es inyectiva.

» Hp ), es suave. En efecto, 7 es C1(R; R?) pues
z(t) = R cost, y(t)=Rsent y z(t)= %t vte R
representan funciones de una variable real, que son cada una de clase C* en Ry
7(t) = (x(t),y(t), 2(t)) vt € R.

= 7 no es cerrada pues no tiene punto de inicio ni de término. En efecto, al ser 7 inyectiva en
todo R, entonces 7(t) = 7(t2) para todo t1,t2 € R tales que t; # tay

t_13+moo z(t) = —00 # 400 = tl}glooz(t).
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= Veamos ahora para qué valores de t la parametrizacion 7 de la hélice circular recta Hp j, es

' (;Z(t)H — /R + (%)2 >0 VieR.

Por lo tanto la hélice circular recta Hp j, es regularen R. [J

regular. Tenemos,

Q<Y

X

Figura 3.6. Hélice circular recta en el espacio xyz de radio R y altura de paso h, que pasa por el punto (R, 0,0).

EJERCICIOS 3.2.1

(z=h)®> | (=k)*

1. Sean a,b € R\ {0}. Sea 7 la curva de ecuacién > + 57— = 1 recorrida en sentido

antihorario. Encuentra una C'!'-parametrizacién simple y regular para .

2. Encuentra una C'-parametrizacion para la curva simple, cerrada y regular que se obtiene
al intersectar la esfera centrada en el origen y radio 4, con el plano z +y — z = 0.

3. Encuentra una C'!-parametrizacién simple y regular para la curva que se obtiene al inter-
sectar las superficies 72 +y? + 22 =4 y 22 +y* — 22 =0.

4. Sea vy la curva de trayectoria 7(t) = (e ! cos(t),e ' sen(t)), t € R.

a) Prueba que v es simple, regular y suave.

b) Prueba que v cruza infinitas veces a los ejes coordenados.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.2.1 presiona aqui !

EJEMPLO 3.2.7 Encuentra tres parametrizaciones diferentes para la semicircunferencia en el plano
xy que tiene centro en el origen, radio a > 0 y se ubica en el primer cuadrante.
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Solucién. Consideremos la ecuacion de la circunferencia 2% + y* = a® para z,y > 0.

» Poniendoz =t e y = Va? — t? obtenemos que una parametrizacion de la semicircunferencia

es
I [0, a] - R?
t = i) = (t,Va® —t?).
= Poniendo z = —t e y = va? — t? obtenemos que una parametrizacién de la semicircunfe-
rencia es

7 [~a,0] — R?2

t = ) = (—t,Va — ).

= Usando coordenadas polares x = acost e y = asent obtenemos otra parametrizaciéon de la
semicircunferencia

73 [0,%] - R?

t — 73(t) = (acost,asent). O

El ejemplo previo trae a colacion varias interrogantes. En efecto, notemos que a partir de las
parametrizaciones dadas para el cuarto de circunferencia, podriamos intentar completar la cir-
cunferencia completa o continuar el trazado de una curva a partir de donde termina el cuarto de
circunferencia. Por lo tanto, cabe preguntarse lo siguiente,

¢ Podemos extender una curva?

Otro asunto que surge es el de la orientacion de la curva. Claramente las parametrizaciones 71 y
7 tienen orientacién invertida (el punto inicial de una es el punto terminal de la otra), mientras
que 7> y 73 tienen la misma orientacién (coinciden sus puntos inicial y terminal). Por lo tanto, cabe

preguntarse
¢ Tiene alguna importancia la orientacion de una curva?

Notemos también 7% y 73 tienen la misma orientacion y sus trazas son iguales, sin embargo cuando
nos acercamos al punto inicial (a,0), sucede lo siguiente:

drs t
tm || S2@)| = 1 || =1, ————— ) || = oo,
t—a— || dt ( )H t—mH( \/a2—t2>H
mientras que
drs
lim |— =1f — = a.
lim || — (t)H tgr(l)H( asent,acost)|| =a
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Luego, parece razonable preguntarse
¢ En qué sentido podemos decir que dos curvas son equivalentes?
Finalmente, nos preguntamos
¢ Existe alguna parametrizacion que podamos considerar como natural para una curva?

Trataremos estas preguntas en las siguientes subsecciones.

3.2.1. Extensioén de una curva

Dado un conjunto de curvas vi, 72, ..., 7 tales que el punto terminal de 7; coincide con el

punto inicial v;41, ¢ = 1,..., k—1 escribimos

k
Y=
=1

para representar a la curva que resulta de la unién por los extremos correspondientes de las
v, % = 1,...,k. Claramente v extiende a cada una de las curvas v;, ¢ = 1,...,k y representa la

curva obtenida al recorrer en forma correlativa a las curvas vy, 7o, .. ., V-

Figura 3.7. Curva formada por la unién de k curvas unidas por sus puntos terminales e iniciales

DEFINICION 3.2.5 (Extensiéon de una curva) Sean a,b,c,d € R con a < by ¢ < d. Sean
71 : [a,b] — RN una C'-parametrizacién de una curva v; simple y regular y sea 7 : [¢c,d] — RY
una C'-parametrizacién de una curva v, simple y regular, tales que verifican 7 (b) = 7(c).
Llamaremos extension de las curvas v; y 72 a la curva 71 + 72 cuya trayectoria viene dada por
la funcién vectorial 7 + 7% : [a,b + (¢ — d)] — R” definida por

S

(t) sit € [a, b]

to (470 = { Pt — (b—c)) site[bb+(d—d).

EJEMPLO 3.2.8 Considera las curvas 7 y 72 de trayectorias dadas por
7o [-1,1] — R? y 7. [-1,1] — R2
t = n)=(—t,VvV1-1?) t o ) = (V-8

respectivamente. Determina una férmula para la extensién v = v + 72, de 71 y 2.
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Solucién. Notemos que v; y 72 representan dos semicircunferencias tales que el punto terminal de
la primera es el punto inicial de la segunda. Asi, v; + 72 resulta ser la circunferencia de trayectoria

M [-1,3] — R?
{ (—t,V1 —12) site[—1,1]
t — _’1(15):
(t—2,—/1—(t—2)2) site[l,3. O

Noy=m+m

Y2

B
/

Figura 3.8. Circunferencia y obtenida al unir por el extremo comn las curvas ; y 2 que poseen forma de
semicircunferencia.

3.2.2. Preservacion de la orientaciéon de una curva

DEFINICION 3.2.6 (Reparametrizacién) Sea N = 20 N = 3,sea 1 : [a,b] — R una parametri-
zacion de una curva v simple y regular, y sea ¢ : [c, d] — [a, b] una funcién biyectiva de clase C'.
Llamamos reparametrizacion de 7 a la funcién compuesta % = 7 0 ¢ : [¢,d] — RN. Si ¢ es es-
trictamente creciente (¢’ > 0), entonces decimos que la reparametrizacion preserva la orientacion;
en cambio si ¢ es estrictamente decreciente (¢’ < 0), decimos que la reparametrizacion invierte la

orientacion.

EJEMPLO 3.2.9 Sean 71,72 y 73 las curvas cuyas respectivas trayectorias estdn dadas por

7 [-1,0] — R? 7 [0,2] — R?
t = 71(t) = (=t, V1 - t2) ' 0  — 75(0) = (cosb,send)
y
73 [0,1] — R2
0 —3(t) = (t,V1—t2).
Escribe:

i) T como una reparametrizacion de 7. ;Preserva la orientacién?

if) 73 como una reparametrizaciéon de 7. ;Preserva la orientacién?
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Solucién. Tenemos

i) 7 = 7 o ¢, donde p(f) = —cosf € C'([0,5]), que es creciente y biyectiva en [0, 5]; pues
(¢'(8) = send > 0en [0, 5]). Por lo tanto,

75 es una reparametrizacion de | que preserva orientacion.

ii) 73 =71 0 ¢, donde p(t) = —t € C*([0,1]), que es decreciente y biyectiva, pues ¢'(t)=—1<0.

Por lo tanto,

73 es una reparametrizacion de 7; que invierte la orientacién. [

M1 =72 Y3

_Y
_]Y

Figura 3.9. Trayectorias opuestas de un cuarto de circunferencia.

OBSERVACION 3.2.2 Sea N =20 N = 3. Si 7 : [a,b] — RY es una parametrizacion de la curva ~y, y la

funcién
P - [_b/ —CL] - [CL, b]

t — )= —t
es biyectiva, decreciente y de clase C*, entonces
P [-b,—a] — RN
t = 7(t) = (To)(t) = 7(—t)

es una parametrizacion de v que invierte la orientacion.

3.2.3. Curvas paramétricamente equivalentes

DEFINICION 3.2.7 (Curvas paramétricamente equivalentes) Sea N =20 N = 3, y sean 71 y 72
dos curvas simples y regulares de trayectorias 7 : [a,b] — RY y 7 : [c, d] — RY respectivamente.
Decimos que 7 y 75 son paramétricamente equivalentes si 7 es una reparametrizacion de 7 que
preserva la orientacién; y decimos que ~; es la negativa de v; si 75 es una reparametrizacién de 7

que invierte la orientacién, en este caso escribimos v = 7; .
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OBSERVACION 3.2.3 Recordemos que

= 1 es seccionalmente regular si admite una parametrizacion seccionalmente regular.

» Una parametrizacién suave de una curva -y es una C'-parametrizacién de ~.

Un resultado interesante que podemos destacar aqui es el siguiente:

TEOREMA 3.2.1 Sea vy una curva simple, regular y suave. Entonces todas las parametrizaciones
simples, regulares y suaves de v son equivalentes.

OBSERVACION 3.2.4 Si «y es una curva seccionalmente simple, reqular y suave, entonces todas las
parametrizaciones simples, requlares y suaves de ~y resultan equivalentes seccionalmente. En efecto, basta
aplicar el teorema a cada seccion simple, reqular y suave de ~ que posea una C*-parametrizacion.

DEFINICION 3.2.8 Sea n € IN dado. Una hipocicloide de n puntas en el plano xy describe la
trayectoria que sigue un punto fijo P sobre una circunferencia generatriz de radio R que rueda
sin deslizarse por el interior de otra circunferencia directriz de radio nR, que permanece fija. En
particular, la curva de trayectoria

7:[0,27] — R2
t —7(t)=((n—1)R cost+ R cos((n—1)t),(n — 1)R sent — R sen((n — 1)t))

representa una hipocicloide de n puntas, cuyo punto de inicio y término es el punto (nR, 0).

EJEMPLO 3.2.10 Muestra que todas las parametrizaciones seccionalmente simples, regulares y
suaves de una hipocicloide de cuatro puntas son equivalentes seccionalmente.

Solucién. Sin pérdida de generalidad podemos considerar la hipocicloide de cuatro puntas cuyo
punto inicial y términal es el punto (1, 0). Esta hipocicloide es la curva de trayectoria

7:[0,27] — R2
t — 7(t) = (cos®t,sen3t).
Notemos que
dr

Z(tn) =
o) =0,

7 3
tO € {07277T72}

representa la preimagen de cada una de las puntas de la hipocicloide. En las puntas, la recta

donde

tangente no esté4 bien definida y la rapidez en esos puntos es 0. Notemos también que ¥ € C*([0, 27])
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y que la curva 7 es seccionalmente simple, regular y suave, asi que de acuerdo al Teorema 3.3.2,
todas las parametrizaciones simples, regulares y suaves de - son equivalentes seccionalmente. [

iy

Figura 3.10. Hipocicloide de cuatro puntas cuyo punto de inicio y término es el punto (1,0).

3.2.4. Longitud de arco. Parametrizacion natural

Hasta el momento hemos visto que dadas dos curvas cuyas parametrizaciones coinciden en
el punto terminal de una e inicial de la otra, es posible definir una nueva curva que las extiende,
respondiendo asf a una de las preguntas que nos habiamos formulado. También hemos definido lo
que entendemos por curvas que preservan la orientacién y por curvas paramétricamente equivalentes,
respondiendo as{ a las siguientes dos preguntas que nos habiamos planteado. A continuacién nos
vamos a centrar en nuestra cuarta pregunta, en orden a encontrar una parametrizacion que sea, en
algtn sentido a definir, natural para una curva. Para ello, introducimos previamente el concepto
de longitud de arco de una curva.

Longitud de arco

Sea 7 : [a,b] — RY,con N =20 N = 3,una C1— parametrizacién de una curva 7 seccionalmente
simple, regular y suave. Consideremos la particién P de [a, b] dada por P = {a = to,t1,t2,...,t, =

b} (recordemos que esto implica que a =ty < t; <ty < ... <t, =b), y pongamos

Ati=t; —ti1,i=1,2,...,n,

y sea
Pl = 112%}%(% —ti-1).
Si P, es la poligonal que se obtiene al unir los puntos 7(¢;) con 7(t;+1), ¢ =0,1,...,n — 1, entonces

mientras mas pequefio es ||P||, mejor aproximamos la longitud de la curva v mediante la longitud
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de la poligonal P,

n —
T(tl) — T‘(ti_l)
= t t'f
; t—t; 1 ( 7 7 1)
1=
_ || ) — i) At
= ti —ti—1 b

Luego, considerando ||P|| — 0 cuando n — oo, obtenemos que la longitud de la curva v estd dada
por

dr
dt

o) at.

b
(P o b)) = /

ZA

azvt(] tv1 tVQ tv3

Ly

Figura 3.11. Aproximacion del arco de una curva en R mediante una poligonal.

DEFINICION 3.2.9 (Longitud de arco de una curva) Sea N =20 N =3 yseas: [a,b] - RY una
C'-parametrizacion de una curva v seccionalmente simple, suave y regular. Entonces la longitud

de arco £(7y) de la curva ~ esta dada por la férmula

5(7)—/;

OBSERVACION 3.2.5 Sea N = 2 0 N = 3. La definicién de longitud de arco de una curva es correcta

o

pues ella no depende de la C'-parametrizacion seccionalmente simple y regular escogida. En efecto, sean
71t [a,b] = RN y 7 2 [e,d] — RY, dos C'-parametrizaciones de una curva -y seccionalmente simple
y regular, entonces por el Teorema 3.3.2 71 y T2 son paramétricamente equivalentes. Luego, existe

¢ : [e,d] — [a,b], una Cl-biyeccio’n creciente, tal que: ¥y = 17 o .
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d d

1 o

|| 3=
d‘T’l
p(d) =b

() = d¢€ = ¢/(t)dt
(t

= [ o)) ae #1) = lp

/
/ 978 (o) ()] a
/

' (®)]dt  o(c)
§=

)| pues ¢’ > 0.

EJEMPLO 3.2.11 Calcula la longitud de arco de la curva v de trayectoria 7(t) = (¢,2¢2,3¢ — 4),
0<t< 1L

Solucién. Tenemos,
dr
—(t) = (1,4¢,3
T -4ty =

.
dit" (t)H = /1642 + 10

5
=4\ [t2+ =
+8

. . ., . P . ., 5
Figura 3.12. Sustitucion trigonométrica para la expresion |/t + 3.

Asi que conviene realizar una sustitucion trigonométrica. Ponemos,

tanf = —

y obtenemos

dt = \/gseCQHdG
8
\/tz—f—g: \/gsecﬁ.
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Como,
4/\/t2+gdt =4 gsec30d9 u — secd
5 du = secftanf db
2<sec«9tan9 /sec@ tan 9d0> dv = sec2 6do
5 v = tan6
2<se09tan9 /sec 9d9+/sec€d9> tan26 = sec2f — 1

se sigue que

/sec39d0 = % <sec0tan9+/sec@d9>
_1

= 2<se09tan0+ln‘sec@—ktanﬁ‘)

Retornando a la variable ¢, se sigue que

5 2.5
5 5 (JPE+32 ¢ t2+3+t
4/\/t2+dt: Yy 8. IS Y A
8 4 \ﬁ 5 \/3
8 8 8
Por lo tanto,
1 ViR VE+ S+
/ 5 5
57):4/ 24+ -—dt =- 78.74_11178
0 8 4 \/5 5 5 0
8 8 8

s

EJEMPLO 3.2.12 Calcula la longitud de arco de la espiral de la hélice H, ) determinada por la

o)

ht
trayectoria 7(t) = (a cost,a sent, 2—), t € [0,2n].
™

Solucién. Tenemos,

g(t)— —a,s.entacosti = d—F(t) =/a®+ hy*
dt *7/ ’ 2 dt N 2 )

2T
a h / a2 dt
(2am)? + h?
=27y ——
(2m)?

(2am)2 + 2. O

Luego,
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La respuesta del Ejemplo 3.2.12 se puede chequear geométricamente tal como se observa en la

figura a continuacion.

>

C v (2am)2 + h?
| R - "
S __—y 2ar

Figura 3.13. La longitud de arco del segmento de Hélice de radio a que completa un giro hasta el paso de

altura h es \/(2am)? + h2.

EJEMPLO 3.2.13 Calcula la longitud de arco de la cicloide v determinada por la trayectoria
7(t) = (Rt — R sent, R — R cost), t € [0,2x7].
Solucién. Tenemos,

% (t) = (R — R cost, R sent) = ‘

jj(t)“ = R\/(1 — cost)? +sen?t
_ RyET = o).

Luego,
27
((y) =V2R V1 —costdt
0

21T t
:2R/ sen()‘dt
0 2

t 27
:2R(—2cos <>)
2 0
=8R. O
0 Rr 2R~ 4Rm

Figura 3.14. La longitud de arco de la cicloide de trayectoria 7(t) = (Rt — R sent, R — R cost), t € [0,27] es 8R.
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Parametrizacién natural o en longitud de arco

Sea v una curva seccionalmente simple, regular y suave, y sea 7 : [a,b] — RY, para N = 2 0
N =3, una C! —parametrizacién de . Definamos la funcién:

s:lab] = [0,6(9)]
ar <£>H d.

t — s(t):/at i@

Entonces s(t) es la longitud de la curva de trayectoria 7(¢), ¢ € [a,t]. Como s es una C*—biyecciéon

creciente, por el teorema de la funcién inversa existe s~' : [0,4(y)] — [a,b], que ademas es una

C'— biyeccion creciente.

DEFINICION 3.2.10 (Parametrizacién natural) Sea N = 2 o N = 3. Con la notacién previa se

define la trayectoria
7?0 : [O, E(”)/)] — ]RN

s — To(s) = F(s_l(s)).

El valor 7(s) representa un punto sobre la curva v a una distancia s del extremo 7(a) inicial. 7%
recibe el nombre de parametrizacién natural (o parametrizacion en longitud de arco) de la curva .

OBSERVACION 3.2.6 Notemnos que 7y no depende de la C'—parametrizacion 7 considerada. En efecto,
supongamos que vy es seccionalmente simple, reqular y suave, y que 7 : [a1,b1] — RN y 7% : [ag, ba] —
RY, para N = 20 N = 3, son dos C*-parametrizaciones de -, entonces 3¢ : [ag, ba] — [a1,b1] C*-
biyeccion creciente tal que ¥ = 7 0. Por otra parte, 3 s1 : [ar,b1] — [0,€(7)] y s2 : [az, ba] — [0, £(7)]
donde s;(t) corresponde a la longitud de la trayectoria 7 : (€), € € [a;,t]; i = 1,2 (por lo que existen s7*
y s, que son C-biyecciones crecientes). Si definimos

observamos que 7o(s) = 7 (@(55%5))) = Fl(sfl(s)). Ademds, notemos que 71 y 75 son biyectivas
y como 7 (s5 ' (s)) es equivalente a 7 (s; ' (s)); en ambos casos s € [0,€(y)]. Entonces dado X € ~
existe un tinico so € [0,€(v)] tal que la curva hasta X; v tiene longitud

s(s0) = L(vg) = /050 ;5 (fy 0 32_1)(5)H d¢ TFCy ;5 lineal, continua
s0 || q = Tlopo 871(50) = 871(80)
= [7|| g5 Gowestie) as o
o [1d¢
s0 || q
= [*] 5 oo ae
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EJEMPLO 3.2.14 Considera la cicloide v dada por la trayectoria 7(t) = R(t — sent,1 — cost), t €
[0, 27]. Determina su parametrizaciéon natural.

Solucién. Con la notacién previa se define la trayectoria
s:[0,27] — |0,

0,¢(~)]
£ s(t):/ot Ff)Hd§:4R<1—COS(;)>.

Luego, despejando t en términos de s = s(t), obtenemos

S

t S
1 B 7ZE = 9 ( B 7E> = = 1 4
cos <2> = 2arccos |1 1 t=s (s)

y como

sen(2a) = 2sena cosa A 1 — cos(2a) = 2sen® q,

se sigue que
7o(s) = 7(s7(s))

= R<2arccos (1 — ﬁ) — sen (2arccos (1 - ﬁ)) ,1 —cos <2arccos (1 — 43R))>
- n{aweens (1= ) -1 (1 5)" (-5 1 (1-5)") veetoan

EJEMPLO 3.2.15 Determina la parametrizaciéon natural de la hélice H,, j,.

Soluciéon. Tenemos
s:[0,27] — [0,4(H,, )]

t oo os(t) = dr Hdg
la2 +
/ @ 27T
= —/(27a)? + h2,

27r
donde

ho
7(t) = <a cost,a sent, ) vt € [0, 27].
27
Luego, despejando t en términos de s = s(t), obtenemos

2rs

e == s71(s),
(2ma)? + h
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y asi,

- <a cos ((27:;;}12>a sen < \/(2:;; - h2>, %(275)52 - h2) Vs €[0,4(H,p)]. O

EJERCICIOS 3.2.2

1. Sean f, g funciones reales de clase C! en el intervalo [a, ], y sea v la curva parametrizada

por 7(t) = (f(t),9(t)) € R?, cont € [a, b).
a) Encuentra la longitud de arco de
b) Determina una férmula parael casoenquez =z ey = f(z),a <z <b.
¢) Calcula la longitud de la curva de ecuacién (y + 10)? = 2722, 8 < z < 27.

2. Sea f una funci6n de clase C, y sea vy la curva de ecuacién polar 7 = f(6), cona < 0 < j.
Usando el hecho que en coordenadas cartesianas un punto (z,y) € -y se representa en forma
polar como (r cosf,r senf):

a) Determina una férmula para la longitud de arco de
b) Calcula la longitud de la cardiode r = 3(1 + sen§).

3. Calcula la longitud de arco de la curva de trayectoria 7(t) = v/2ti+ /2t j+ (1 — %) k desde
el punto (0,0, 1) hasta el punto (v/2,1/2,0).

4. Calcula la longitud de arco de las siguientes curvas:

a) x = 3t,y = 3t2, 2 = 2t3, desde (0,0, 0) hasta (3, 3,2)
bsent, 2 = e !, parat € (0,00)

) (z—y)* = ANz +y)=0,2>—y? =22% XA > 0,desde (0,0,0) hasta (a, b, ).

b) x =e tcost,y=e"

5. Sea v la curva de trayectoria 7(¢t) = (e~ cos(t), e !sen(t)), t € [0, 00). Calcula la longitud de

arco de 7.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.2.2 presiona aqui

3.3. Geometria de curvas

Con la finalidad de simplificar escritura y notacién, en esta seccién restringiremos nuestro
estudio a curvas simples, regulares y suaves en vez de curvas seccionalmente simples, regulares y

suaves.

132 Esta versién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 3.3. GEOMETRIA DE CURVAS

Recordemos también que una curva v simple, regular y suave admite una C!-parametrizaciéon
7 [a,b] = RY, con N = 20 N = 3, que representa la trayectoria que describe el movimiento de
una particula a lo largo de la curva v y [a, b] representa el intervalo de tiempo en que se mueve la
particula. Evidentemente, la posiciéon de la particula en cualquier instante ¢ es 7(t).

3.3.1. Preliminares

Antes de iniciar el estudio de la geometria de curvas en RN, con N = 20 N = 3, conviene
estudiar algunas propiedades del producto escalar, el producto cruz y las aplicaciones bilineales.

Producto escalar

DEFINICION 3.3.1 (Definicién geométrica del producto escalar) Sean @ y # dos vectores en RY.
Se define el producto escalar entre i y ¥ al valor real (i, ¥) dado por

=\

(@, 0) := ||l |U]| cos®,

donde 0 representa el &ngulo formado entre los dos vectores.

DEFINICION 3.3.2 (Definicién analitica del producto escalar) Sean i y ¥ dos vectores en RY. Se
define el producto escalar entre @y ¢ al valor real @ - ¥ dado por

N
U- U= E U; Vi,
i=1
donde @ = (uy,u,...,un)y v = (vi,v2,...,0N).

OBSERVACION 3.3.1
= Las expresiones i - Uy (U, U) coinciden, es decir
(U,0) =u - v.
= A partir del producto escalar, se puede obtener la norma euclidiana del vector. En efecto,

|| = (@, @) = (@ - @)2.

» El producto escalar también es denominado producto punto o producto interno.

Recordemos que dos vectores i y ¥ son ortogonales en R”, si se forma un éngulo recto entre ellos,
y es usual escribir en este caso que @ L ¥. En particular, el siguiente resultado es valido
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TEOREMA 3.3.1 Sean i y ¢ dos vectores en RY. Entonces

i-7=0 & @=0 v #=0 V dLl7
A continuacién algunas propiedades del producto escalar.
Propiedad
Conmutativa U-v=7-u
Distributiva U (0+wW)=u-v+u-u

Asociativa por escalar  «a(u - V) = (at) - ¥ = U - (ab)

Producto cruz

DEFINICION 3.3.3 (Definicién geométrica del producto cruz) Sean @ y © dos vectores en R?. Se

define el producto cruz entre @'y v’ al vector « x ¢ dado por
4 x U := ||d]| ||0]| » sen b,

donde 6 representa el angulo formado entre los dos vectores, donde 7 es el vector unitario y

ortogonal a los vectores @ y ¢’ cuya direccion estd dada por la regla de la mano derecha.

DEFINICION 3.3.4 (Definicién analitica del producto cruz) Sean iy v’ dos vectores en RY. Se de-

fine el producto cruz entre @ y v al vector « x v’ dado por

~

UX U= (ugvs —ugve) i+ (ug vy —ugv3)j+ (ug v2a —ugv1) k,

donde U = (ul,uQ,u;),) y 17: (’Ul,’UQ,Ug).

OBSERVACION 3.3.2

» La definicion geométrica y analitica del producto cruz coinciden.

» El producto cruz suele ser identificado con el uso de la siguiente notacion

U9 U3 up us () a
UX U= Uy U2 U3 | = i — j+ k/
v U3 v U3 U1 V2
V1 V2 U3

—

donde @ = (uy, u2,u3) y ¥ = (v1, v2,v3).

m Si 4y v son dos vectores unitarios y ortogonales entre si, entonces u x U también es un vector

unitario. En efecto,

. - - - . T
I x 3 = @] 7] ]l [sen 5| = 1.
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— —| =< 1< S non L
= ||z x 7] = (lal*|17]* - (@ 9)%)
= El vector normal unitario n al plano que contiene a los vectores & y U estd dado por

R U XU
n = TS . =m°
[a x ]

Recordemos que dos vectores @ y ¥ son paralelos en R?, si ambos pertenecen a un mismo plano y
no se intersecan, y es usual escribir en este caso que @ || ¢. En particular, el siguiente resultado es

véalido

TEOREMA 3.3.2 Sean i y ¥ dos vectores en RY. Entonces

ixi=0 & 4=0 VvV ¢=0 VvV @7
A continuacién algunas propiedades del producto escalar.
Propiedad
Anticonmutativa UxU=—(Ux )
Distributiva UX (U+W)=udxT+uxwd

Asociativa por escalar  « (@ x ¥) = (o @) x ¥ = U X (a )

El siguiente teorema muestra otras propiedades que verifica el producto cruz
TEOREMA 3.3.3 Sean i, 7'y 1/ tres vectores no nulos en R3. Las siguientes propiedades se cumplen:
i) Regla de ortogonalidad, a saber

(uxv)La A (u x v) L.

if) Cancelacién por ortogonalidad, a saber

iii) Regla de expulsion, a saber

—

@ x (T x @) = (&%) T — (T 7).

iv) Identidad de Jacobi, a saber
X (TX W) +@ X (@xT)+0x (@ x@)=0.
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Aplicaciones bilineales
DEFINICION 3.3.5 Sea N, M € IN. Decimos que una aplicacién
B: RMxRM — RN
(u,?) —  B(u,7)
es bilineal si

(Vi € RM)(B(i, ) es lineal) y (V7 € RM)(B(-, %) es lineal).

EJEMPLO 3.3.1 Se chequea facilmente que las siguientes aplicaciones son bilineales

= El producto escalar
o R3IxR2 — R
(@,9) — u-v.
= El producto cruz
x: R3xR? — R3
(@, 0) — uxv. O

TEOREMA 3.3.4 Sea N, M € NyseaBB: RY x R¥ — R una aplicacién bilineal. Entonces, B es
diferenciable y satisface

DB(@,%)(h, k) = B(@, k) + B(h, 7).

COROLARIO 3.3.1 Sean N, M € N, sea B : R x R® — R una aplicacién bilineal y sea [ in

intervalo abiertoen R. Si @ : I — RY yv:l — RY son funciones vectoriales derivables en I,
entonces 4 dit
L B (u(s),v(s)) =B (ﬁ(s), dg(s)) +B <ds(9),1—)’(9)>

OBSERVACION 3.3.3 Si en la Definicién 3.3.5 consideramos M = 3, y ponemos:
» B(u,0) =(u,v)=u-7 siN=1,
» B(u,0)=uxv siN=3;

entonces, desde el Corolario 3.3.1 obtenemos

= S (a0, 50) = (@0, S0+ (Sow, 50 ) = 1) - )+ S - 310),

d - dv da

"% (@(t) x 9(t)) = a(t) x &(t) -+ E(ﬂ X U(t).
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3.3.2. Vector tangente

DEFINICION 3.3.6 Sea N =20 N = 3ysear: [a,b] — RY una C'-parametrizacién de una curva
~ simple, regular y suave en RV. Si # es el vector velocidad asociado a 7 (i.e., ¥ = &) y v = |||
es su correspondiente rapidez, entonces llamamos vector tangente a la curvaen t € [a, b] al vector

unitario
- u(t)

a b ’F’( a)

Figura 3.15. El vector velocidad es el vector tangente

OBSERVACION 3.3.4 Sea N =20 N = 3.

» Si consideramos = 79, la parametrizacion en longitud de arco de ~y, entonces 7y(s) = 7 o s71(s),
donde s(t) corresponde a la longitud de la trayectoria 7¥(§), & € [0,t]. Luego,

#(s) = di(fos—%s))

S

&, o
= T (1) ()
= g s71(s b
N ds( () s'(s71(s))

dr, _
TG

E

Por lo tanto,

o(s) = |

= Notemos que
L: R — RN

t — L(t) =t +

dr

3 (t0)(t — o),

es la recta que mejor aproxima a la curva y en torno al punto 7(to).
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3.3.3. Vector normal y curvatura

Seat: [a,b] — RN, conN =20N =3,una C 1-parame’crizacién de una curva v simple, regular
y suave. Si 7(t) denota la posicién de una particula, en el plano o en el espacio, en un instante ¢,
entonces 9(t) representa la velocidad de la particula en el instante ¢, v(t) = ||0(t)|| su rapidez y a(t)
su aceleracion. Se sigue que:

a7

a(t) = @(t)
dv
= a(t)
d “
= (O TW)
. dT
= V(@) T(t) + v(t) —(1) .
N———r dt
ap(t) g (t)
aceleracion tangente aceleracién normal

OBSERVACION 3.3.5 Sea N = 20 N = 3. Si una particula de masa m se mueve sobre una curva - en
RY, la fuerza F que actiia sobre ella en el punto 7(t) € ~ se relaciona con la aceleracion por medio de la
segunda ley de Newton:

F(7(t)) = ma(t).

En particular, si no actiia fuerza alguna sobre una particula, entonces d(t) = 0, U(t) es constante y la
particula se mueve sobre una recta. Por otro lado, si usamos la parametrizacion natural de -y, se sigue que
v(t) = 1y T(t) = ¥(t), de donde obtenenos

dT
T ar

dv

ix(s)=0 y at) ==

(t) (t)-

DEFINICION 3.3.7 Sea N = 2 0 N = 3, sea 7 una curva simple, regular y suave en R", y sea
7o : [0,4(v)] = RY su parametrizacién natural, la cual asumimos suave. Llamamos curvatura de
~ en el punto 7(s) al valor x(s) dado por

K(s) = H‘ﬁ(s) s € [0,6(7)].

Ademés, si k(s) > 0, llamamos radio de curvatura en el punto 7(s) al valor R(s) dado por

R(s) = — s € [0,€(7)],

y vector normal unitario en el punto 7(s) al vector N dado por

. dT

N(s) = R(s) E(S) s € [0,4(7)].
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OBSERVACION 3.3.6 En una primera aproximacion, la curva ~ se parece a una recta que pasa por un
punto 7(t), en la direccion del vector T(t), de manera que al estudiar variaciones de la velocidad (es
decir, la aceleracion) observamos que se produce un cambio de magnitud y/o direccion de la velocidad.
Intuitivamente la curvatura aparece por efecto de la variacion del vector tangente. Mientras mds rdpida
la variacién, mds cerrada serd la curva. Estos conceptos geométricos estin relacionados con medidas en el
plano o el espacio. Por ello conviene establecer una relacion entre ellas en términos de la distancia recorrida;

es decir, con la parametrizacion en longitud de arco.

Punto de inflexién

To(€(7))

Figura 3.16. La circunferencia que mejor aproxima a la curva v en R?, en el punto 7(s), es la circunferencia
de radio R(s) y centro &(s) en el plano definido por N(s) y T'(s). En el punto de inflexi6n el vector normal
no estd definido.

DEFINICION 3.3.8 Con la notacién previa, llamamos centro de curvatura a &(s) = 7o(s)+R(s) N(s).

Ahora surge una pregunta bésica:

¢ Coémo podemos obtener la definicion de curvatura y vector normal evitando calcular la parametrizacion
natural?

Sear: [a,b] — RN,con N =20N =3,una C l—parametrizacién de una curva v simple, regular

y suave.

» Sabemos que a cada t € [a, b] le corresponde tinico s € [0, ()] tal que t = s71(s) (s() es la
funcién longitud de la curva de la trayectoria desde 7(a) hasta (t)).

. . 7(b)
’"/’ F(H)_/
\.’\/"'/

[ : i s(t)
a t b

Figura 3.17. Parametrizacién de una curva
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—

» Notemos que para 7(s) = 7(s~!(s)) la parametrizacién natural, el vector tangente es

_ At (t) ds( )
dr, . dt
E(t) &(5)

donde t(s) =t = s7(s). Como 4 (s) > 0 (es un valor real), entonces

Luego,

y como

como se esperaba, pues la rapidez es la variacién de la distancia recorrida con respecto al
tiempo.
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= Se sigue que,

o= ot S0
de donde K(s) = n(sft))
_ H‘f()H
_ (1t) (Z(t)H
y R(s) = /<;(13)

y cuando £(s) > 0, tenemos

Asi,

0) = o H‘f(t)

Ahora nos preguntamos,

¢Por qué N se llama vector normal?

Notemos que )
d e 12 .o dT
ST =2(76). 5 ),

y como 7' es un vector unitario,
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se sigue que

Por lo tanto,

A ~

T(s) L N(s) Vse [0,6(y)] talque k(s)>0.
3.3.4. Torsién y vector Binormal

DEFINICION 3.3.9 Sea 7 una curva simple y regular en el espacio y sea 7 : [0,£(7)] — R? su
parametrizacién natural, la cual asumimos suave. Llamamos vector binormal al vector

B(s) =T(s) x N(s) s € [0,€(v)].

Ahora surge una pregunta bdsica:

¢ Como podemos obtener la definicion de curvatura y vector normal evitando calcular la parametrizacion
natural?

Sea 7 : [a,b] — R3 una parametrizacién suave de una curva v simple y regular. Si queremos
evitar el cdlculo de 7(s) podemos considerar

DEFINICION 3.3.10 Sea v una curva simple y regular, sea 7 : [a,b] — R? una C'-parametrizacion
de v y sea tg € [a, b] fijo. Entonces

(7(t) — 7(to)) - B(to) =0,  (F(t) — 7(to)) - T(to) =0 y (7(t) — 7(to)) - N(to) =0

definen respectivamente los planos osculador, normal y rectificante a -y en #(t).
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/\_‘(ﬂ .

(a) " ()
Figura 3.18. Vectores normal, binormal y tangente a una curva.
Ahora nos preguntamos,
¢ Por qué B se llama vector binormal?

Notemos que

dB dT - hY
E(S) = E(S) X N(s)+T(s) x E(S)
- A dN
= R(s) - N(s) x N(s) +T(s) x ~(s)
Recordemos que
P9k
(a,byc) X (¢,d,e)=]a b c
c d e
y que
fg h
(f,9,h) - ((a,b,c) X (c,d,e)) =|la b c|,
c d e
y que si en un determinante una fila (columna) es multiplo de otra, entonces el determinante es 0.
Luego,
dB A dN d a2z /e dB
BO=TO Ty LB = (56, L) =0
Asi,
L LTy S LB,
Por lo tanto,
dB
(s | N Gs)

pues
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DEFINICION 3.3.11 Sea 7 una curva simple y regular en el espacio y sea 7 : [0,£(7)] — R? su
parametrizacién natural, la cual asumimos suave. Se define la torsién T de la curva en el punto

70(s) como N
dB

) = ~(56) 56

OBSERVACION 3.3.7 Se verifica que
dB -
— = —7N,
ds !

donde —T se interpreta como la tasa natural a la que el vector binormal “persigue” al vector normal.

TEOREMA 3.3.5 La curvatura y la torsién de una curva vy simple y regular en el espacio que admite

una parametrizacién suave, determinan completamente a la curva v, salvo desplazamientos rigidos.

3.3.5. Diedro mévil, triedro mévil y férmulas de Frenet-Serret

DEFINICION 3.3.12 (Diedro mévil) Sea v una curva simple, regular y suave en el plano, y sea
una C!-parametrizacion de v que es de clase C? sobre cada uno de los puntos en « de curvatura
no nula. La base ortonormal positiva {7, N} de R? se conoce como diedro de Frenet-Serret o diedro

movil de la curva.

Las férmulas de Frenet-Serret para curvas simples y regulares en el plano son:

) S(s) = w(s) N (s)
dN

ity ——(s) = —r(s) T(s).
) <) = —(5) T(s)
DEFINICION 3.3.13 (Triedro mévil) Sea v una curva simple, regular y suave en el espacio, y sea
una C'!-parametrizacién de 7 que es de clase C? sobre cada uno de los puntos en + de curvatura
no nula. La base ortonormal positiva {T', N, B} de R? se conoce como triedro de Frenet-Serret o

triedro movil de la curva.

Las férmulas de Frenet-Serret para curvas simples y regulares en el espacio son:

) S (5) = K() N (s)
i) S () = 7(5) Bls) — n(s) T(s)
i) %f(s) — _r(s) N(s)
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OBSERVACION 3.3.8 Todas las formulas de Frenet-Serret pueden ser deducidas facilmente. Aqui solo mos-
tramos como deducir la formula ii) en el caso espacial. Notemos que

= 7(t).
Luego, .
dN dh .
= (5) = — (Bls) x T(s))
dB . . dT
= (5) x Ts) + Bls) x -(9)

Por otro lado, las formulas de Frenet-Serret se pueden represental de forma matricial como

; T 0 x 0 T
N = -k 0 7T N
ds N .
B 0O —7 0 B

TEOREMA 3.3.6 Sea v una curva simple, regular y suave en el espacio, y sea 7 una C'-

parametrizacion de v que es de clase C? sobre cada uno de los puntos en « de curvatura no
nula. Entonces, en cada punto 7(t) € v se verifica que

a7, A7
50 % Gz
SV P
0
a7, \ &%
(0 520)- 30
- (t) - - 9 )
dr d#r

a(t) X @(t)

» Los planos osculador, normal y rectificante a v en 7(to) estdn dados respectivamente por

7 2 7
(16) = (o)) - (G 00 x Gz ) ) =0, (710 = 7)) - S} =0

(7(£) — 7(to)) - ((‘j;(to) x jif(to)) " g<t0>> _a
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EJEMPLO 3.3.2 Considera la hélice circular recta H, de radio a y altura del paso h. Encuentra
T, ]\7, B, Kk, T, R, U, @, v.

Solucién. La parametrizacién usual de la Hélice circular recta de radio a y altura del paso & es
7: R — R definida por

P Lasent, 4
7(t) = | a cost,a sent,—1 | .

) 727'['
Luego,

. h
= (t) = |—a sent,a cost, —

2
. h\?  /(2ra)? + h2
= u(t) = [[50)] = \/a® + (27r> S v—
. o(t 2 h
» T(t) = olt) = T <—a sent,a cost, )
v(t) (2ma)? + h? 27
1 ||dT 2 2 (27)%a
s k()= — || — )] = (———a ) ||~ t,—asent,0)| = ——2 —
0= 5 |50 = () et masent )| = G20
- / 7 dT /
m d(t) =v'(t)T(t) + v(t) & (t) = (—acost,—asent,0) pues v'(t) =0
1 2 2 2
. R(t) = :(wa) +h
k(t) (2m)2a
T
. T — t, — t,0
s N(t) = de _ (racost, —asent, ) = —(cost,sent,0)
<) !
dt
s B(t) =T(t) x N(t)
27 h
= ———— |—asent,a cost,— | X (—cost,—sent,0)
(2ma)? + h? 2m
P ik P j
2w h
= ——=————| —asent acost - —asent acost
(2ma)? + h? T
—cost —sent 0 —cost —sent
2 h h . .
S N ( senti— — costj+asen’tk —|—acos2tk‘>
(2ma)? + h2 \27 2m

27 h h
= ——————— | —sent,———cost,a
(2ma)? + h2 \27 2w
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) =i (0.8

2T 27 h h
= — —cost,—sent,a | - (— cost,—sent,O)
V(2ma)2+ h2 \/(2ma)2+ h2 \27 'om
2mh
= — . U
(2ma)? + h?

EJEMPLO 3.3.3 Considera en R? la curva v definida paramétricamentente por

—,

Ft) = (2 —1)i+2tj+ 2+ 1)k VteR.
Para ty) = —1 determina:

a) T, N, B, k, ,

b) la ecuacion del plano rectificante,

c) larecta tangente

Solucién. Como 7(t) = (t* — 1,2¢,t* + 1) para cada t € R, obtenemos
dr

w (t) = a(t) = (2t,2,2¢)
= o(t) = ||5(t)]| =2V2t2+1
N0 1
= T) = o(t) 2+ 1) (t:1,1)
a7
. N(t) = —dt "
[
dt
1 2t
(L0 - el (t,1,1)
2t

[0 eer1l 1.9

( 1 —2¢ 1 >
212+ 1)2 (2824 1)2 (2t2+1 3

(i )
(2t2+1)%’(2t2+1)%’2t2 1)3

1 -2t
:<ﬂ¢2t2+1’\/§¢2t2+ f\/2t2+ )
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= B(t) =T(t) x N(t)

>

1
V2(2t2 +1)

1 —

gkt
1 t t 1
2t 1 1 -2t

=i+ 20%04+t)—t)—28%k —k

1
= (2¢*+1,0,—(2t> + 1
V2(22 +1) ( ( )
1
= (1,0,-1
(0.
0= o35 |20 = 5 T = e
o(t) || dt 2V212+1 (212 +1) /3242 +1)3
1 /dB, - .
] T(t):—@ E(t),N(t) =0 pues B es un vector constante.
Luego,

1

KD= =y

b) El plano rectificante entyp = 1 es

~

(7(t) = 7(~1)) - N(=1) =0  VteR.

Como 7(—1) = (0,-2,2) y 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) para cada t € R, el plano rectificante en
to = 1 viene dado por la ecuacién

o equivalentemente

c) Larecta tangenteenty =1

(r—0,y+2,2—-2)-(1,2,1)=0,

z+2y+2+2=0.

es

dr

L(t) = 7(—1) + a(—l)(t +1) VteR.

Luego, la recta tangente en
L(t) =
o equivalentemente

L(
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EJEMPLO 3.3.4 Prueba que las tinicas curvas con torsién 0 son las curvas contenidas en un plano.
Solucién. Sea v una curva simple y regular y sea i una parametrizacién suave de 7.

(=) Asumamos que 7 = 0. Notemos que

P 0 por férmula de Frenet-Serret ii) para curvas en el espacio
s

= B esun vector unitario y constante.

Luego,
BLT = B-T=0
~ o dr
= B-—=0
ds
d . . .
= d—(B -7) =0 pues B es un vector constante
s

= B-7 esconstante.
Luego, la curva v pertenece a un plano normal a 5.
(«<) Asumamos que 7y es una curva contenida en un plano. Entonces, 7'y N estdn contenidas en

el plano que contiene a la curva. Como B = T x N es unitario y perpendicular a dicho plano,

entonces su direccién es la misma en cualquier punto de la curva. Es decir,
dB
—
ds

en todos los puntos en que N esta definido. Asi, desde la férmula de Frenet-Serret iii) para
curvas en el espacio, concluimos que 7 = 0. [

EJERCICIOS 3.3.1

1. Sea v una curva simple y regular y sea ¥ una C3-parametrizacién de 1.

a) Usando las férmulas de Frenet-Serret, prueba que

ar, . &7 ds  \* .
— () x — (@)= —(t B(s).
) x T3 ®) (dtu) () B(s)
b) Prueba que si v tiene curvatura 0, entonces y es una recta.

c) Prueba que si la torsién de «y es 0 y su curvatura es constante, entonces -y debe ser una
circunferencia.

d) Prueba que si la torsion y la curvatura de v son constantes, entonces v debe ser una
hélice circular recta.
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2. Determina la curvatura , el radio de curvatura R y la torsién 7 de la curva v de trayectoria
7: R — R? definida por #(t) = (2sent, 2 cost, t).

3. Encuentra el radio de curvatura de la curva v de trayectoria 7 : R — R3 definida por

7(t) = (In(sent), In(cost), V/21t).

4. Encuentra la ecuacién del plano normal a la curva v de trayectoria 7 : R — R? definida por
7(t) = (at3,bt?, ct) en el punto (8a, 4b, 2¢).

5. Una particula sigue la trayectoria 7(¢) = (4t%, —3t?, 2), donde ¢ representa el tiempo.

a) La velocidad, la rapidez y la aceleracion de la particula en cualquier instante ¢.
b) La curvatura y la torsién de la particula en cualquier instante ¢.

c) Determina, si es posible, qué curva representa la trayectoria 7.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.3.1 presiona aqui

3.4. Integral de linea de un campo escalar
DEFINICION 3.4.1 (Integral de linea de un campo escalar) Sea N =2 o N = 3, sea {2 un conjunto

abiertoen R", sea v una curvasimple, regular y suaveen (), sea 7 : [a, b] — RN una C 1—parametrizaci(’)n

simple y regular de v, y sea f : @ — R una funcién continua. Entonces, se define la integral de
linea de f sobre v como
b
[1as= [ s
¥ a

OBSERVACION 3.4.1 La integral de linea no depende de la C'-parametrizacion simple y reqular escogida.

dr

)

En efecto, sean 7; : [a;,b;] — RYN, i = 1, 2, dos C'-parametrizaciones simples y regulares de -y. Entonces
1 es equivalente a rs; es decir

Fp: [az, b2] — [a1,b1] Cl—bz’yeccién creciente, tal que Th = 7} o p.

1t
dt ‘

dry

A (p(0))| 02 )
)| T e a

o' (t)dt

(
(

-/ 1 (mGew) | £ (v(0)
(
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OBSERVACION 3.4.2 La definicién 3.4.1 se puede extender a curvas ~y seccionalmente regulares, que es

cuando existen curvas ~y; simples, requlares y suaves, parai = 1,2,...  k, talesque vy = yi+vy2+.. .+

k
/j ds = Z / fds.
s i=1 Y7

NOTACION 3.4.1 Sea € un conjunto abierto en R, sea v una curva simple, regular y suave en (,

En este caso, obtenemos

sea 7 : [a,b] — RN una C'-parametrizacién simple y regular de ~, con punto inicial en 4 = #(a)
y punto terminal en B = 7(b) ysea f : 2 — R una funcién continua.

= Una notacién alternativa para indicar que queremos calcular la integral de linea de f sobre

[ 1ao- /jfds.

= Si A = (a) = B = 7(b), entonces la curva es cerrada y ponemos

?{fds en vez de /fds.
v v

EJEMPLO 3.4.1 Sea + la curva en R? de ecuacién 22 +y% — Az = 0, recorrida en sentido antihorario.

?{ Va2 +y2ds.
8!

v es:

Calcula

Solucién. Notemos que

A\ 2 A\ 2
24y —d=0 < <x—2> —|—y2=<2>.

Luego, podemos usar la parametrizacion

7(t) = (;\ cost + %, % sent> vt € [0, 2] .

Se sigue que

dr A A
a(t) = (—2 sent, B cost> vt € [0, 2],
g dr A
T

Asi, desde la ecuacién x2 + y? = Az, obtenemos que f(z,y) = /22 + y2 equivale a

f(r(t) = \/)\ (;\ cost + ;) vt € [0,27].
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Entonces,

o
3

cost+1

j([ vV +y?ids =
.

|20 o e e

o\wo\

EJEMPLO 3.4.2 Sea A > 0y sea < la curva en R?® de ecuaciones paramétricas z = \t, y = %t2 y
z = 3t* parat > 0. Determina el valor de

/(Léaé) 2y |

(0,0,0) A

Solucién. Ponemos

2 3
F(t) = ()\t)\t A;) Wt > 0,

Luego, 7(0) = (0,0,0), 7(1) = (A, 3, 3),
%(t) = (M) Ve [0,1]

H =142+t Vtelo,1].

Por otro lado, si ponemos f(z,y, z) = \/ <, entonces

dt

fEE) =V =t  vtelo1].

Por lo tanto,

(144)
/ 7312y s—)\/ 182 1 tdde
(0,0,0) A 0
3
[z 3 1
_2 2.2 2, _
—2/§ u+4du donde u t+2ydu 2tdt
(\/ +2 + ln<u+\/u2+ >>
3+2V3
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EJERCICIOS 3.4.1

1. Sean ~ la curva de trayectoria 7(t) = (cost,sent,t), cont € [0, 27]. Calcula

/ xyz ds.
~

2. Sea a > 0. Calcula

donde ~y es el arco de la astroide x5+ yg = as.

3. Seaa > 0y b € R. Calcula la integral de linea
/(:U2 +y? 4+ 2%) ds,
g

donde v es la parte de la hélice circular recta de trayectoria

7(t) = a costi+ a sentj+ btk  t e [0,2n].

/zds,
Y

donde v es el arco de la curva determinada por 22 + y?> = 22 e y> = Az, desde el punto
(0,0,0) hasta el punto (A, A\, \v/2).

4. Sea \ > 0. Calcula

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.4.1 presiona aqui !

3.5. Aplicaciones de la integral de linea de un campo escalar

3.5.1. Masa

Sea (2 un conjunto abierto en R, sea v una curva simple, regular y suave en (2, sea 7' : [a,b] — RY,
con N = 20 N = 3, una C'-parametrizacién simple y regular de v, y sea § : 2 — R una funcién
continua. Si 7y representa un alambre, cuerda o varilla (si NV = 2) o resorte (si N = 3) ideal, y J la
densidad de masa lineal sobre v, entonces una aproximacion de la masa estd dada por

M =~ 25(F(ti)) |7(t:) — 7(tiza) | o
i=1
_ s [FE TGO,
— ;5( (t:)) ti—ti 1) ‘ (ti —ti1)
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De manera anéloga a la longitud de arco, se puede demostrar que si

o) = it~ th 200

donde P = {tp = a < t; < ... < t, = b}, entonces la sumatoria (3.1) converge a la integral de linea
de § sobre v, asi que

M = /75ds = /abé(f‘(t)) Hﬁ(t)Hdt.

——t i (tn) = ()
t(]:& tl tg tn:b
\’7ﬂ
7(t2)
3
(t) R

m(to) = 7a)

Figura 3.19. Aproximacion de una curva mediante trazos poligonales.

DEFINICION 3.5.1 (Masa) Sea N =20 N = 3, sea {2 un conjunto abierto en RY, sea 7 una curva
simple, regular y suave en (), sea 7 : [a,b] — RY una C'-parametrizaciéon simple y regular de v,
y sea d : 2 — R una funcién continua. Si v representa un alambre, cuerda o varilla (si N = 2)
o resorte (si N = 3), y 6 la densidad de masa lineal sobre v, entonces la masa total del alambre,
cuerda o varilla (si N = 2) o resorte (si N = 3), esta dada por

M:/y(SdS:/ab(s(F(t)) Hjj(t)Hdt.

3.5.2. Centro de masa y momentos en R?

A continuacién introduciremos algunos conceptos tales como momentos estdticos o primeros
momentos, centro de masa y momentos de inercia o segundos momentos, para el caso N = 2.
Momentos estaticos en R?

El primer momento en torno a un eje de una particula en el plano cuya masa es m [kg], corresponde
al producto entre la masa m de la particula y su respectiva distancia r — que considera el signo —a
tal eje. De esta forma, es razonable pensar que si tenemos n particulas, entonces el primer momento

154  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 3.5. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO ESCALAR

de masa total debe ser la suma de los primeros momentos de masa de cada una de las particulas.
Luego, el primer momento total debe ser

n

Meje = Z ;M.
i=1
A partir de este hecho y teniendo en cuenta que la distancia de un punto (z,y) € R? al eje =
considerando el signo es sgn(y)\/4y2 = sgn(y)|y| = y, podemos establecer que el primer momento
respecto al eje x de un trozo de alambre, cuerda o varilla delgada en el plano, representado por una
curva simple, regular y suave 7, que posee una densidad de masa lineal igual a d(z, y), estd dado

por

M, = /y5($,y) ds
Y

Similarmente, podemos establecer que el primer momento respecto al eje y es

Centro de masa en R?

Imaginemos por un instante que colocamos masas mq, mo, ..., m, sobre respectivos puntos (xl, Y1 ),
(x2,Y2),. .., (Tn,yn) del plano zy, los cuales pertenecen a un alambre delgado ideal. Representamos
esta situacién por n bolas (de masas m;, i = 1,2,...,n) de plasticina ubicadas en ciertos puntos
del alambre (los puntos de coordenadas (x;, y;)). Nos interesa conocer el punto en que el alambre
se mantiene en equilibrio.

Figura 3.20. Centro de masa en un alambre delgado ideal en el plano.

Claramente, el punto

(f’ yz my; Py
Z m; 1 Z m;

=1

n n
(Z Li M Z Yi mi)
i=1 i=1
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representa al punto de equilibrio de las masas o centro de masa del alambre. Notemos que la formu-

lacién anterior conduce a
n
i=1

que — gracias a un principio fisico de Newton —implica que no hay tendencia a que el alambre gire.
Esta idea se puede extender a densidad continua y obtener que el centro de masa de un alambre,
cuerda o varilla delgada v en el plano, que posee una densidad de masa lineal igual a §(z, y), es el
punto (7, y) € R? de coordenadas

Momentos de inercia en R?

Sabemos que el momento de inercia en torno a un eje de una particula en el plano cuya masa es m
[kg], corresponde al valor 7% m [kg][m?], donde r es la distancia desde la particula al eje. De esta
forma, es razonable pensar que si tenemos n particulas, entonces el momento de inercia total debe
ser la suma de los momentos de inercia de cada una de las particulas. Luego, el momento de inercia

n
2
I= E 5 M.
i=1

A partir de este hecho y teniendo en cuenta que la distancia de un punto (z,y) € R? al eje z, o

total debe ser

bien recta y = 0, es /y? = |y|, podemos establecer que el momento de inercia respecto al eje x de un
trozo de alambre, cuerda o varilla delgada en el plano, representado por una curva simple, regular
y suave 7, que posee una densidad de masa lineal igual a §(z, y), estd dado por

Ix—/y25($,y) ds
v

Similarmente, podemos establecer que el momento de inercia respecto al eje y es

Ahora, teniendo en cuenta que la distancia de un punto (z,y) € R? al origen es /22 + y2, también
podemos obtener el momento de inercia respecto al origen, el cual corresponde a
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Férmulas para la masa y momentos de un alambre, cuerda o varilla delgada en el plano zy

m Masa: ) B
M:/fdg:/a §(F(t)) H(:;(t)Hdt.

m Momentos estiticos (primeros momentos) con respecto a los ejes coordenados:
Mmz/yéds y My:/xéds.
gl g

M, M,
— e §g=—.
M ="M

OBSERVACION: Si la densidad es constante, el centro de masa se denomina centroide.

m Centro de masa: (Z, 7))

T =

m Momentos de inercia (segundos momentos) con respecto a los ejes coordenados:

Imz/yQ(Sds e Iy:/m26ds.
v v

m Momento de inercia con respecto al origen (momento polar):
Iy = /(x2 +y?)dds.
g
m Momento de inercia con respecto a una recta L:

I = /(r($,y))25ds,
g

donde r(x,y) es la distancia del punto (x,y) a la recta L.

m Radio de giro con respecto a una recta L:

I
Rp=\/77

3.5.3. Centro de masa y momentos en R?

A continuacién extendemos los conceptos de momentos estéticos o primeros momentos, centro

de masa y momentos de inercia o segundos momentos, al caso N = 3.

Momentos estaticos en R?

El primer momento de masa con respecto a un plano de una particula en el espacio cuya masa
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es m [kg], corresponde al producto entre la masa m de la particula y su respectiva distancia r — que
considera el signo — a tal plano. De esta forma, es razonable pensar que si tenemos n particulas,
entonces el primer momento de masa total debe ser la suma de los primeros momentos de masa
de cada una de las particulas. Luego, el primer momento total debe ser

n

Mplano = Y _ 7im;.
i=1
A partir de este hecho y teniendo en cuenta que la distancia de un punto (z,y,z) € R? al plano
z = 0, 0 bien plano yz, considerando el signo es sgn(z)vz2 = sgn(z)|z| = z, podemos establecer
que el primer momento respecto al plano yz de un trozo de alambre, cuerda o resorte en el espacio,
representado por una curva simple, regular y suave ~, que posee una densidad de masa lineal
igual a 6(z, vy, ), estd dado por

M,. = /xé(w,y,z) ds
g

Similarmente, podemos establecer que el primer momento respecto al plano y = 0, o bien plano xz es

Centro de masa en R?

La situacion es andloga al caso IV = 2, de manera que el centro de masa de un alambre, cuerda
o resorte delgado 7 en el espacio, que posee una densidad de masa lineal igual a 0(z,y, 2), es el
punto (Z,¥,2) € R? de coordenadas

Momentos de inercia en R3

Sabemos que el momento de inercia en torno a un eje de una particula en el espacio cuya masa
es m [kg], corresponde al valor 72 m [kg][m?], donde 7 es la distancia desde la particula al eje. De
esta forma, es razonable pensar que si tenemos n particulas, entonces el momento de inercia total
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debe ser la suma de los momentos de inercia de cada una de las particulas. Luego, el momento de

inercia total debe ser
n

I:Zr?mi.

i=1
A partir de este hecho y teniendo en cuenta que la distancia de un punto (z,y,2) € R? al eje =
es \/y? + z2, podemos establecer que el momento de inercia respecto al eje = de un trozo de alambre,
cuerda o resorte en el espacio, representado por una curva simple, regular y suave -y, que posee
una densidad de masa lineal igual a §(z, y, 2), estd dado por

I = / (4 + 22)6(z,y, 2) ds
:

Similarmente, podemos establecer que el momento de inercia respecto al eje y es

Ahora, teniendo en cuenta que la distancia de un punto (z, y, ) € R? al origen es v/22 + y2 + 22,
también podemos obtener el momento de inercia respecto al origen, el cual corresponde a

Férmulas para la masa y momentos de un alambre, cuerda o resorte delgado en el espacio zyz

m Masa: . .
M:Léds:l §(7(t)) Hi;(t)Hdt.

m Momentos estiticos (primeros momentos) con respecto a los planos coordenados:

Myz—/xéds, Mmz—/yéds y Mmy—/zéds.
% % %
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m Centro de masa: (z, 7, 2)

OBSERVACION: Si la densidad es constante, el centro de masa se denomina centroide.

m Momentos de inercia (segundos momentos) con respecto a los ejes coordenados:

Ix:/(y2+22)5ds, i Z/(x2+z2)5d3 e IzZ/(ﬂCQ"‘yQ)‘SdS'
gl v K

m Momento de inercia con respecto al origen (momento polar):

IO:/(:E2+y2—|—z2)5ds.
ol

m Momento de inercia con respecto a una recta L:
I, = /(T(l’, Y, Z))25d51
gl

donde r(x,y, ) es la distancia del punto (z,y, z) a la recta L.

m Radio de giro con respecto a una recta L:

I
Rp=\/77

EJEMPLO 3.5.1 Un alambre enrollado en forma de hélice circular recta (o alambre helicoidal) posee

una densidad de masa lineal igual a d(z, vy, z) = 72 + 32 + 2? medida en [%] Si la hélice tiene radio
1y altura de paso 2, ;cudl es la masa total del trozo de alambre que da una vuelta completa?

Solucién. La parametrizacién de la hélice de radio 1y altura de paso 27 estd dada por 7: R — R3,
donde
t— 7(t) = (cost,sent,t) vt € R.

Luego, para calcular la masa total del trozo de alambre que da una vuelta completa, consideramos
t € [0, 27]. Obtenemos,

M :/5ds
v
_/0%5(77(15)) ij(t)”dt

2
:/ﬂ(c082t+sen2t+t2) H(—sent,cost,l)H dt
0
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2

= V2(1 + %) dt
0

2T

=ﬂ<t+t§>
_ 2Vor
3

0

(3 +4r?).

Luego, la masa total solicitada es

2 [ 0

EJEMPLO 3.5.2 Un alambre helicoidal (o resorte) posee una densidad de masa lineal igual a

§(z,y,2) = 2? + y*> + 2% medida en [%} Si la hélice tiene radio 1 y altura de paso 27, jcudl

es el centro de masa del trozo de alambre que da una vuelta completa?

Solucién. La parametrizacién de la hélice de radio 1y altura de paso 27 estd dada por 7: R — R3,
donde
t — 7(t) = (cost,sent,t) vt € R.

Luego, para calcular el centro de masa del trozo de alambre que da una vuelta completa, conside-
ramos t € [0, 27]. Notemos que la masa total M ya fue obtenida en el Ejemplo 3.5.1.

(1°) Calculamos 7 :

7/
T =— [ xdds
M J,

3 2 .
ey MECLD)

3 27
= 2\/5(3—1—42)/ cost(0052t+sen2t+t2) H( —sent,cost, I)H dt
T m2) Jo

D) 27
= B\f/ cost(1 + t?)dt
2v/27 (3 + 472) Jo

3 27 27
L. — tdt t?costdt ).
277(3+4772) (/0 cos +/0 CoS >
—_—

1

o

Ahora, integramos I por partes,

u = t? dv = costdt 9 2 2m
= [ =t"sent . -2 t sentdt,
0

du=2tdt v =sent

y nuevamente integrando por partes,

u=t dv = sentdt

du = dt 0 = —cost

o 27
= [ =2t cost o —/ costdt = 4.
0
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Luego,
. 6
(34 472)
(2°) Ahora calculamos .
1
y = — od
Y Vi A yodas
3 2T 27 5
= — tde t tde ).
27r(3+4772) (/0 sen —i—/o sen >
27
—cost I

Integrando I por partes, se obtiene

u=t? dv =sentdt 9 27 2m
= I = —t“cost . + 2 t costdt,
0

du=2tdt v = —cost

—4r?
y nuevamente integrando por partes,

u=t dv = costdt

om 2w
- - — / sen t dt.
du = dt v =sent 0 0

} = [ = —4r% ++tsent

Luego,
~ —bm
v= (3 +4m?)’
(3°) Finalmente calculamos z
1
zZ = i / z0ds
2 )
= 1 t dt
3 + 472 /0 *
_ e ¢
- 2m(3 4+ 47r2 2 4
_ 3m(1+ 27?)
 (344m?)
Por lo tanto, el centro de masa es
3
(j‘,g, 2) = m(2, —27T,7T(1+27T2)). O

EJEMPLO 3.5.3 Un alambre helicoidal (o resorte) posee una densidad de masa lineal igual a dy
medida en [ ] Si la hélice tiene radio 1 y altura de paso 2w, ;cudl es el centro de masa del trozo

de alambre que da una vuelta completa?
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Solucién. La parametrizacién de la hélice de radio 1y altura de paso 27 estd dada por 7: R — R3,
donde

t — 7(t) = (cost,sent,t) vt € R.

Luego, para calcular la masa y el centro de masa del trozo de alambre que da una vuelta completa,

consideramos t € [0, 27]. Tenemos,

M :/5ods
Y
2
0

2
:50/ H(—sent,cost,l)”dt
0

= 2\/550 .

dr
—(t)|| dt
dt()H

de donde se sigue que

1 1 27
T 0 ds:/ costdt =0,
2\@507‘(/y 0 2 Jo

1 1 27
jy= ——0— (5d3—/ sentdt =0
Y 2\/§5o7r/yy0 27 Jo

|

= /25 ds ! /Qﬁtdt
= — = — = Tr.

Luego, el centro de masa solicitado es (z,7,2) = (0,0, 7). O

EJERCICIOS 3.5.1

1. Sean a,b € R tales que a > b > 0. Calcula la masa de la curva de ecuaciones paramétricas
x(t) = a cost, y(t) =bsent t € [0,2mn],
si su densidad lineal de masa estd dada por d(x,y) = |y|.
2. Sea a > 0. Determina el centro de masa del arco de cicloide de trayectoria
7(t) = a(t —sent)i + a(l — cost)j t e [0,m],
si su densidad de masa lineal es constante e igual a 1.
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3. Determina las coordenadas del centroide del tridngulo esférico homogéneo:

m2+y2+z2:a2, conz >0,y>0yz>0.

4. Encuentra los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados de la hélice circular

recta homogénea v de trayectoria
. . . ht -
r(t):acostz—i—acostj—i—fk vt € [0, 2.
™
5. Calcula el momento polar de inercia, para la curva v que representa al contorno del cua-
drado homogéneo méx{|z|, |y|} = a, a > 0.

6. Calcula la masa de la curva v de trayectoria 7(t) = (¢,t2,0), con t € [0, 1], si su densidad de

masa lineal es 0(x, y, z) = x cos z.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.5.1 presiona aqui

3.6. Integral de linea de un campo vectorial

DEFINICION 3.6.1 (Integral de linea de un campo vectorial) Sea N =20 N = 3, sea {2 un conjunto
abiertoen RY, sea v una curva simple, regular y suaveen (2, sea : [a,b] — RY,unaC 1-parame’crizacic’)n
simple y regular de v y sea F' : @ — RY un campo vectorial continuo. Entonces se define la
integral de linea de F sobre v como

/yﬁ-dfz/jﬁ(?(t)) - j—j(t)dt.

OBSERVACION 3.6.1 Se puede probar que la integral de linea de un campo vectorial sobre una curva no
depende de la parametrizacion simple, reqular y suave escogida de la curva. Sin embargo, st depende de la

orientacion de tal curva.

OBSERVACION 3.6.2 La definicion 3.6.1 se puede extender a curvas ~ seccionalmente regulares, que es

cuando existen ~y;, para i = 1,2, ..., k, curvas simples, requlares y suaves tales que v = y1+7vy2+. . .+ k.

k
[Foar=) [ Far,
s =1

donde las parametrizaciones 7; de las respectivas curvas ~y; son suaves.

En este caso, obtenemos

NOTACION 3.6.1 Sea (2 un conjunto abierto en RY, sea v una curva simple, regular y suave en 2,
sea 7 : [a,b] — RY una C'-parametrizacién simple y regular de ~, con punto inicial en A = #(a)
y punto terminal en B = 7(b) y sea f :  — R una funcién continua.
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= Notaciones alternativas para indicar que queremos calcular la integral de linea de F' sobre

B N
/F-dF:/qF-dF o bien /F-dF:Z/Fidxi.
~ A Y i=1Y7

~ son:

En particular,

e SiF:QcCR?— R2estal que F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)), se usa

/ﬁ.df:/PdHQdy.
v v

e SiF:0CR3— R3estal que ﬁ(m,y) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(x,y, 2)), se usa

/ﬁ-dF:/deJererRdz.
vy vy

= Si A =(a) = B = 7(b), entonces la curva es cerrada y ponemos

j[ﬁ-df’ en vez de /ﬁ-df.
v Y

EJEMPLO 3.6.1 Sea 7 la curva de trayectoria 7(t) = (cos®¢,sen®t,t), t € [0, I¥]. Evalta la integral

de linea ) )
/senzdx + z3 dy — (zy)3 dz.

.
Solucién. Notemos que, F(z,y, z) = (senz, 3, —(:vy)%), de donde

F(7(t)) = (sent,cost, — cost sent).

=

Ademas,
4
d—;(t) = (-3 cos®t sent, 3 sen’t cost,1).

Luego,

ey

/senzdx+mé dy — (zy)3 dz :/2 i) - ey ar
. 0 dt

ol

(sent, cost, — cost sent) - (—3 cos’t sent,3 sen’t cost, 1)dt

h,
s

( — 3cos?t sen’t + 3sen’t cos®t — cost sen t) dt

T

2

:—/ cost sentdt
0

1 2
= — (= sen’t
(2 Sen >
1
5

s
2
0

=2 0
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EJERCICIOS 3.6.1
1. Calcula la integral de linea
/ F.dr
.

si F(z,y,2) = 22+ 4%+ (zz—y)k y ~ eslacurva de trayectoria 7(t) = 27+ 2t j+ 4t%k

que une el punto (0,0,0) con el punto (1,2,4).
2. Calcula la integral de linea

/ zy?dz + 22y dy
g
si v es el arco parabélico = = y? desde el punto (0,0) hasta el punto (-1, 1), usando

a) x como pardmetro,

UV 3
b) la parametrizacién 7(t) = (v/2 cost,cos(2t) + 1),t € [g, T}'

3. Calcula la integral

1
——(dx + dy
?£|wr+ry\< )

donde v es el contorno del cuadrado de vértices A = (1,0), B = (0,1), C = (—1,0) y

D = (0, 1) recorrido en sentido antihorario.
4. Calcula la integral de linea del campo vectorial F(z, y, z) = (y? — 2%,2% — 22, 2% — y?) sobre
la curva 7 que es el contorno del trozo de la esfera 22 +y?+22=1,2>0,y>0 yz >0,

recorrido de modo que la cara exterior del trozo de la esfera queda a la izquierda.

5. Evalda
/(:r2+y)daz+ (v? + 2)dy + (22 + 2) d»
9

sobre la curva cerrada v que resulta de la unién entre la curvas v : z + 2 =1,0 <z <1,
y=07m:z+y=10<y< 1,2::0;}773:‘7;2—%272 =1,y >0,z >0, x = 0; recorrida de
modo tal que la parte exterior de la superficie continua y acotada por esta curva queda a la
izquierda de un observador sobre el plano xy que estéd a gran distancia del origen.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.6.1 presiona aqui ”

3.7. Aplicaciones de la integral de linea de un campo vectorial

3.7.1. Trabajo

Supongamos que una particula se mueve a lo largo de la imagen de una trayectoria 7, que es
una C'-parametrizacion de una curva v simple y regular, mientras actda sobre ella una fuerza F.
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Un concepto fundamental es el “trabajo realizado”por F sobre la particula conforme ella traza la
trayectoria 7. Si 7 es un desplazamiento en linea recta dado por el vector d, y F es una fuerza
constante, entonces el trabajo W realizado por F al mover la particula a lo largo de la trayectoria
es F' - d que es igual a la fuerza por el desplazamiento en la direccién de la recta. Luego, el trabajo
W realizado por un campo vectorial de fuerzas F' sobre una curva ~ de trayectoria 7 se puede

aproximar por

W~ Y F(7(t)) - (F(t:) — 7(tio1)) (3.2)
=1

t; —ti1

= Enj F(7(t;)) - Tlh) = Thia) (ti —ti-1)
=1

_ zn:ﬁ(F(ti)) () — (i) At

t; —ti1

De manera andloga a la longitud de arco, se puede demostrar que si

(5(P) = m?iX{ti—ti_l} — 0, COHP:{to:CL<t1 <... <tn:b},
1<i<n n—oo

entonces la sumatoria (3.2) converge a la siguiente integral de linea

r(a) = 7(to)

Figura 3.21. Campo vectorial de fuerzas actuando sobre una curva

DEFINICION 3.7.1 (Trabajo) Sea N = 2 0 N = 3, sea {2 un conjunto abierto en RY, sea v una
curva simple, regular y suave en (2, sea 7 : [a,b] — R” una C!-parametrizaciéon simple y regular
deyysea F : © — RY un campo vectorial continuo. Si y representa un alambre, cuerda o varilla
(si N =2)oresorte (si N = 3),y F representa un campo de fuerzas continuo sobre v, entonces el
trabajo realizado por F sobre el alambre, cuerda o varilla (si N = 2) oresorte (si N = 3) esta dado

por
L dr
W/F-dr/ F(7(t)) - —(t)dt.
. a dt
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EJEMPLO 3.7.1 Calcula el trabajo del campo F : R?2 — R2, F(z,y) = (32 44y, 2z + 3y2) sobre
la circunferencia v de ecuacién z? + y* = 1 recorrida una vez en sentido antihorario respecto de

la parte positiva del eje x.

Solucién. Para la circunferencia v de ecuacion x2 + y? = 1 recorrida una vez en sentido antihorario
Y Yy

consideramos la parametrizacion simple, regular y suave 7 : [0, 27] — R? definida por
t — 7(t) = (cost,sent).

Luego,
w

jé A7

o dF
F H t)dt
/0 (75) - Tt

2m
/ (3 cost+4 sent, 2 cost + 3 sen’t) - (—sent, cost) dt

[en]

27r
/ —3 costsent — 4 sen®t 4 2 cos®t + 3 sen? tcost)dt

[e=]

3cos?t I

2

+ 3 costsen t>

< t+sen t+
0

EJEMPLO 3.7.2 Considera el campo de fuerzas F:R3 — R3 dado por ﬁ(x, y,2) = (x,—y,2) yla
curva v de trayectoria 7(t) = (2 cost,2sent, O), te [0, 27r] . Calcula el trabajo de F sobre 5.

Solucién. El trabajo es

EJEMPLO 3.7.3 Considera el campo de fuerzas F : R?® — R3 dado por ﬁ(w, y,2) = (x,—y,—2)
y sean 71 y 72 las curvas de trayectorias 7 (t) = (cost,sent,t), t € [0,27], y 72(t) = (1,0,1),
t € [0, 27|, respectivamente. Calcula el trabajo 1, de F sobre 7 y el trabajo W de F sobre Y.
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Solucién. Tenemos,

W, :/ F-di
7
- [T o) D
- ), T\t at
2w
:/ (cost,— sent, —t) . (— sent, cost, 1) dt
0

27
:/ (—cost sent — cost sent — t) dt
0

= —27?

Sobre los ejemplos anteriores haremos algunas apreciaciones.

= En el Ejemplo 3.7.1 y en el Ejemplo 3.7.2 hemos calculado el trabajo sobre curvas cerradas.
En el Ejemplo 3.7.1 el trabajo fue distinto de cero, mientras que en el Ejemplo 3.7.2 el trabajo
fue cero. Entonces, surge la siguiente pregunta

Si la curva es cerrada ;Bajo qué condiciones podemos asegurar que el trabajo es igual a 0?

= En el Ejemplo 3.7.3 hemos calculado el trabajo sobre curvas cerradas diferentes que tienen
los mismos puntos inicial y terminal, obteniendo que el trabajo es el mismo. Entonces, surge

la siguiente pregunta

Si las curvas 1 y 72 tienen el mismo punto inicial y también el mismo punto terminal ; Bajo qué
condiciones podemos asegurar que la integral de trabajo sobre ~, es igual a la integral de trabajo sobre

v2?

Maés adelante daremos condiciones precisas sobre el campo vectorial y su dominio que permitiran
responder apropiadamente a nuestras interrogantes.
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3.7.2. Flujoy circulacién

DEFINICION 3.7.2 Sea N = 2 0 N = 3, sea {2 un conjunto abierto en RY, sea 7 una curva simple,
regular y suave en ), sea 7" : [a,b] — R una C'-parametrizacién simple y regular de 7 y sea
F : Q — RN un campo vectorial que representa un continuo de velocidades. El flujo a lo largo de
la curva v desde A = 7(a) hasta B = 7(b) esta dado por

= o [P AT
F-dr= | F(7(t)) - —(¢t)dt.
. “ dt
Sila curva v es cerrada, entonces el flujo se denomina circulacién a lo largo de la curva.

EJEMPLO 3.7.4 Sea H} o, la hélice circular recta de radio 1y altura de paso 27 y sea F(z,y, z) =
(z,y, z) un campo continuo de velocidades. Calcula el flujo de F a lo largo del trozo de la hélice
Hj 27 que comienza en (0, 1,0) y finaliza en (0, 1, —27).

Solucién. La parametrizacion de la hélice de radio 1 y altura de paso 27 que nos sirve estd dada
por 7: R — R3, donde
t — 7(t) = (sent,cost, —t) vVt e R,

puesto que ésta pasa primero por el punto (0,1,0) y luego por el punto (0,1, —27). Luego, el flujo
de F alo largo del trozo de la hélice H; 2, que comienza en (0,1,0) y finaliza en (0,1, —27) viene

dado por
. - 27 Lo dF
/F-dr —/ F(r(t))~d—(t)dt
v 0 ¢

2w
:/ (sent, cost, —t) - (cost, —sent, —1)dt
0

2
:/ ¢t
0

=272, O

EJEMPLO 3.7.5 Calcula la circulacién del campo vectorial F(z,y)=(z—y)i+zjalo largo de la

circunferencia unitaria recorrida una vez en sentido antihorario.

Solucién. Sea ~ la circunferencia unitaria recorrida en sentido antihorario y consideremos su

parametrizacion 7 : [0, 27r] — R? dada por
t — 7(t) = (cost,sent).

Entonces,
F(7(t)) = (cost — sent, cost) vt € [0, 2],
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y se sigue que el flujo de circulacién viene dado por

~ - dr
}[F -di :/ F(7(t)) - = (t)dt
. 0 dt
2w
= / (cost —sent,cost) - (—sent,cost)dt
0

2w
:/ (1 —sent cost)dt
0

=2r. O

EJERCICIOS 3.7.1

1.

Calcula el trabajo del campo de fuerzas F(l’, y) = (22 — 2xy,y* — 22y) sobre la pardbola
y = 22, con = € [—1,1], recorrida en el sentido del crecimiento de .

2 — 22 2yz,y — ?) sobre la curva

Calcula el trabajo del campo de fuerzas F(z,y,2) = (y
de trayectoria 7(t) = (¢,t,¢3), con 0 < t < 1, recorrida en el sentido del crecimiento del

parametro.

. Considera el campo de velocidades F(z,y,2) = (y — 2,2 — &,z — y), con (z,y,2) € R3,y

sea v la circunferencia determinada por la esfera 22 + y? + 22 = a2, y el plano y = z tanq,
para alguna « € |0, 7[, recorrida en sentido antihorario respecto de la parte positiva del eje
. Calcula la circulacion de F a través de .

Calcula el flujo del campo de velocidades Flz,y,z) = (y — )i+ (z — )i+ (z -2k,
con (z,y,2) € R?, alo largo de la curva v de trayectoria #(t) = ti + t2j + 3 k,cont >0,
recorrida desde (0, 0,0) hasta (1,1, 1).

. Calcula el flujo del campo de velocidades F(z,y, z) = y2 i+ 22 j+ 22 k alo largo de la curva

v que se genera de la interseccion entre las superficies en R3, Sy : 22 + y? + 22 = a?y
Sy : 22 + y? = ax, z > 0; recorrida en sentido antihorario cuando es vista desde el eje x en

direccion positiva.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.7.1 presiona aqui i

3.8.

Campos conservativos e independencia de la trayectoria

En esta secciéon vamos a responder a las preguntas planteadas en la subseccién previa, introdu-

ciendo, cuando sea oportuno, algunos conceptos que nos seran de utilidad.

La pregunta especifica que queremos responder aqui es la siguiente:

¢Bajo qué condiciones la integral de linea de un campo vectorial es independiente de la trayectoria sobre la

cual se integra, y dependiente solo de sus puntos inicial y terminal?
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3.8.1. El gradiente y sus propiedades

DEFINICION 3.8.1 Sea €2 un conjunto abierto en R" y sea f :  — R un campo escalar en .

» SiZ e Qestal que paracadai=1,2,..., N existen ; df +; (%), entonces llamamos gradiente de
f en & al vector

vs - ggl< 9 L@l @).

» Sipara cada 7 € Q) existe V f(Z), entonces llamamos gradiente de f en 2 al campo vectorial
Vf:Q — RY definido por
} L (Of . Of of
£ VI@) = (@ g @) (@)

DEFINICION 3.8.2 Sea (2 un conjunto abierto en RY, sea
F={f:Q2—R: fesuncampo escalaren 2 : 3V f en Q}

y sea
F={F:Q— R" : F es un campo vectorial en 02}.

Se define el operador gradiente en F, como el operador diferencial V : F — F definido por
N
B 0 B of =
foVf= (Zl axiez> (F) =2 ga;%

NOTACION 3.8.1 Sea (2 un abierto en R" y sea f : O — R un campo escalar tal que en cada punto
Z € () existe g—g{i(f).

i) Enel caso N = 2, poniendo # = (z, y), el operador gradiente se expresa como

— gé _gi_,_gA
- \0z’'dy) O Oyj

y el gradiente de f en (x,y), como

Vi) = af< Dt §f< )

- (G @)

if) En el caso N = 3, poniendo Z = (z, y, z), el operador gradiente se expresa como

o 0 0 g . 0 0 -
V= axaya> ot oyt et

N
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y el gradiente de f en (z,y, z), como

9 ., 0 .0 ;
VH@0h2) = o)+ g @ 2) i+ G @)k

) 9 0
= (a_i('rvy? Z)a 8_£(xa yvz)7 8_.£(x’y’ z)) ’

TEOREMA 3.8.1 (Propiedades del gradiente de un campo escalar) Sea {2 un conjunto abierto en
RV,sean f: Q@ - R y g : 2 — R dos campos escalares que admiten gradiente en 2, y sean a y 3
dos ntiimeros reales. Entonces se verifica que,

i) Viaf+B8g)=aVf+BVyg
i) V(fg)=(Vf)g+f(Vg).

TEOREMA 3.8.2 (Otras propiedades del gradiente) Sea {2 un conjunto abierto en R".

i) Seau : 2 — R un campo escalar que admite gradiente en (2, sea I un conjunto abierto en R
tal que Rec(u) C I,y sea h : I — R una funcién real derivable en I, entonces

V(h(u)) = ' (u) Vu.

if) Para cada¢ = 1,2,..., M, sean u; : 2 — R campos escalares que admiten gradiente en
), sea A un conjunto abierto en RM tal que Rec(u) x Rec(ug) x ... x Rec(uy) C Ay sea
f : A — R un campo escalar derivable en A, entonces si ponemos @ = (uy, ug, ..., un), S€

verifica que

— 7.
8ui

M
Vi) =) OF G
=1

iii) Sea f : O C RY — R un campo escalar que admite gradiente en 2, sea I un conjunto abierto
en Rysear: I — RY una funcién vectorial derivable en I, tal que tal que Rec(7) C ©;

entonces .
d dr

i (f(7) = Vu(r) - ab
Interpretacién geométrica del gradiente

Daremos la otivacion solo en el caso N = 2. Sea  un conjunto abierto en R?, sea f : Q@ — R un
campo escalar de clase C'! en €, y sea (70, yo) un punto que pertenece al conjunto de nivel

Cr={zeRY: f(z) = A}
tal que V f(z0,v0) # (0,0). Si y es una curva de nivel que contiene al punto (zo,y0) y
7: 1 CR— R
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es una C''—parametrizacion de v tal que para cierto punto to € int(I) se verifica que 7(to) = (0, %),
con %(to) # (0,0), entonces
f(F)=Xx vtel

y
F(F(L)) - %(t) —0  vieimnt(l).
En particular, obtenemos
. dr’
V(ito) - T (to) = 0

que implica que el vector V f(7(ty)) = V f(zo, yo) resulta perpendicular a las curvas que contienen
al punto (z¢, yo). Una ecuacién de recta que contiene al punto (zo,yo) y que es paralela al vector
V f(zo,yo) es llamada recta normal a la curva de nivel A en el punto (xo,yo). La ecuacién de esta
recta es

(z,y) = (zo,y0) + tVf(zo,50) VteR.

Por otro lado, V f(x,y) también sirve para determinar la direccién de méximo crecimiento de
fenel punto (z,y) cuando V f(x,y) # (0,0). En efecto, dado un vector unitario (u, v), la variacién
de f en la direccién de (u,v) es como la derivada de f((x,y) + t(u,v)) que es:

df (@, y)[(u, )] = (Vf(2,9), (u,v)), (3.3)
la cudl tiene valor maximo cuando el vector (u, v) es paralelo a V f(x,y), es decir cuando
Vi, y)
U V) = ———F——.
SN ]

Luego, el valor maximo en (3.3) es exactamente

df(, y)[(u, 0)] = [V f (2, y)l|.

La siguiente proposicién valida las ideas previas para N =2y N = 3.

TEOREMA 3.8.3 Sea () un conjunto abierto en RN, sead € Q, ysea f : 2 — R un campo escalar
que admite gradiente en @ tal que V (&) # 0. Entonces se verifica que,

—

i) La direccién de maximo crecimiento de f es V f(@), y su valor es ||V f(@)||; mientras que la
direccién de minimo crecimiento de f es —V f(@), y su valor es —||V f(@)]].

i) La derivada de f en la direccién « se anula en @ si y solo la direccién ¢’ es perpendicular a

V(@)

EJEMPLO 3.8.1 Sea f : R? — R el campo escalar definido por f(r,y) = 222 + y%. Determina un
vector ortogonal a una curva nivel que pase por el punto (1,/3), y encuentra las ecuaciones de
las rectas tangente y normal a tal curva en el punto (1, v/3).
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Solucién. Como f(1,+/3) = 5, la curva de nivel que nos interesa es la elipse de ecuacién
2z2 + y2 = 5.
Ahora, como
Vi(z,y) = (4z,2y),
obtenemos que un vector ortogonal a la curva de nivel en (1,1/3) es
VI(1,v3) = (4,2V3).
Se sigue que la ecuacion de la recta tangente a la elipse en el punto (1, v/3) estd dada por la relacion
(z— 1,y —V3)-(4,2V3) =0

que equivale a la recta de ecuacién
2¢ +3y—5=0.

Por dltimo, la ecuacién de la recta normal a la elipse en el punto (1,/3) es:
(z,9) = (1,V3) + A(4,2V3)

que equivale a la recta de ecuacion

r—1_y—V3
4 23

EJEMPLO 3.8.2 Considera una superficie en R? de ecuacién ryz + 23 + y3 + 23 = 3z. Determina

las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie S en el punto (1, —1, 2).
Solucién. Podemos considerar el campo escalar f : R? — R definido por
(z,y,2) = flx,y,2) = zyz + 23+ + 23 — 32.
De esta forma, la superficie de nivel 0 de f es precisamente la superficie de ecuacién
ryz +ad P 423 =3z
en el punto (1, —1, 2), pues se verifica que f(1, —1,2) = 0. Ahora, como
Vi(z,y, 2) = (yz+ 322, zz + 3y°, 2y + 322 — 3),
obtenemos que un vector ortogonal a la superficie de nivel en (1, —1,2) es
Vf(1,-1,2) = (1,5,8).

Se sigue que la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (1, —1,2) estad dada por la
relacion
(x—1,y+1,2—2)-(1,5,8) =0

que equivale al plano de ecuacién

r—1+5y+1)+8(:z—-2)=0. O
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EJEMPLO 3.8.3 El calor fluye desde regiones que poseen una mayor temperatura a regiones
con una menor temperatura a una velocidad J proporcional al gradiente de temperaturas:

-

J(z,y,z) = —kVT(z,y,z), donde la constante x > 0 es la constante de conductividad térmi-
ca propia del medio conductor. Por lo tanto, el flujo de calor sigue localmente la direccién de
maximo descenso de la temperatura y es perpendicular a la correspondiente superficie de nivel,
usualmente denominada isoterma. [J

3.8.2. Funcién potencial. Campos conservativos

DEFINICION 3.8.3 Sea (2 un conjunto abierto en RY. Decimos que un campo vectorial continuo
F : Q — RN es un campo vectorial gradiente o campo conservativo si existe un campo escalar
f:Q — Rdeclase C! tal que F' = Vf en Q. El campo escalar f recibe el nombre de funcion
potencial de F'.

EJEMPLO 3.8.4 Prueba que el campo vectorial F' : R? — R? definido por F(z,y) = (x + 42, 2zy)
es un campo conservativo determinando explicitamente su funcién potencial.

Solucién. Deseamos construir un campo escalar f : R*? — R de clase C'! tal que

of _ 2 of B
g(:v,y) =r+y y By (z,y) = 2zy.

Observemos ahora que
Uep=rsv? = fen="+n+a0)
o ' Y) = Yy ' Y) = 92 Yy Y1y
0
o) =20y = fle) = o+ oala)

para ciertas funciones ¢; € C*(R). Finalmente, considerando

2

fley,2) =5 +ay® Vi) € R,

obtenemos que F = V f, y por lo tanto F es conservativo y f es su funcién potencial. [

EJEMPLO 3.8.5 Muestra que todo campo constante es conservativo. En particular, muestra que
un campo vectorial F : R? — R3 definido por

(z,y,2) = F(z,y,2) = (a,b,¢c),

donde (a, b, c) € R3 es fijo, admite una funcién potencial.
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Solucién. Deseamos construir un campo escalar f : R® — R de clase C'! tal que
Tewd=a  gewd=b oy e e

Observemos ahora que

0

a—i(m,y,z):a =  flz,y,2) =ax+ p1(y, 2),

of

@(wayvz):b = f(&},y,Z):by—i-gOQ(ﬂ?,Z)
y

of

5(1'73/72):6 = f(xayvz>zcz+(p3(xay)/

para ciertas funciones ¢; € C*(IR?). Finalmente, considerando
flz,y,2) =ax+by+cz V(z,y,2) € R3,

obtenemos que F = Vf, y por lo tanto F es conservativo y f es su funcién potencial. [

EJEMPLO 3.8.6 Muestra que todo campo radial es conservativo. En particular, muestra que un
campo vectorial F :]0, oo| x ]0, 2] x 0, 7] — R3 definido por

(p,0,0) = F(p,0,8) = ¥(p*) p 1,
donde 7 : R — R es una funcién continua en R, es un campo vectorial conservativo.
Solucién. Recordemos que las coordenadas esféricas estan dadas por

#(p,0,8) = (p cosf sen 6, p send sen g, p cosd)  V(p,0,) €]0, 00 x 0, 2] J0, 7],

Y que

(cos @ sen ¢, sen § sen ¢, cosf)

p= ||(cos @ sen ¢, sen § sen ¢, cosB)||
= (cosf sen ¢, sen O sen ¢, cosf),

de donde 9(p, 8, ¢) = p p. Ahora, considerando (z,y, z) = ¥(p, 0, ), obtenemos
224y 2% =
y por lo tanto
F(z,y,2) = ¢(@® + y* + 2%) (2,9, 2) Y(z,y,2) € R>.
De esta forma, deseamos construir un campo escalar f : R3 — R de clase C"* tal que

g‘;(%yv 2) =(@® + > + 27z, gjyc(fc,% 2) =1p(@® +y* +2%)y
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L) =v@ 17+

Notemos que ¥ : R — R definida por

t— U(t) = ;/0 P(s)ds,

verifica
() = Su(t)
Luego,
8f 2 2 2 2 2 2
L) = 0@ P e S f@y2) = VP 4 4y 2)
T =@ PRy S [0 =W P+ ) o)
y

0
w2 =@+ P+ = fa2) = Ve 107 + )+ ps(ay),
para ciertas funciones ¢; € C*(IR?). Finalmente, considerando

flay,2) =0 +y* +2°)  V(z,yz2) € R,

obtenemos que F=Vf, y por lo tanto F es conservativo. [J

EJEMPLO 3.8.7 ;Es F (z,y,2)= (1 — % + %, 2+ y% ,— %) un campo conservativo sobre su dominio?

Solucién. Notemos que Dom(F) = {(z,y,2) € R® : y # 0 A z # 0}. Deseamos construir un campo
escalar f : Dom(F) — R de clase C" tal que

Tewn=1-0+% Leya-I+5 vy Lewa--%
Observemos ahora que
af 1 vy T xy
gr YA =l-o+ T = flmy)=r-o 4 ey 2),
of T T Ty T
a—y(m,y,z)z;—i—; = f(x,y,z)zj—a—FgOz(af,Z)

of Ty zy
@("L‘?y7 Z) = 7? = f(xvyvz) = 7 + 903(1L“,y),

para ciertas funciones ¢; € C*(D;), donde

Dy ={(y,2) €R?:y#0 A 2#0}, Dy={(x,2) €eR*:2#0} y D3={(z,y) € R?:y#0}.

Finalmente, considerando

f(x,y,z):x—g—&-% V(z,y,2) e R3talquey #0 y 2 #0,

obtenemos que F' = V f es conservativo en su dominio. [
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3.8.3. Conjuntos conexos y convexos

Conjuntos conexos

DEFINICION 3.8.4 Sea 2 un conjunto en RY. Decimos que {2 es disconexo si existen conjuntos A y
Ben RN tales que

A+@, B#£2, AUB=Q, y ANB=ANB=0.

Si Q2 no es disconexo, decimos que 2 es conexo.

DEFINICION 3.8.5 Sea €2 un conjunto en R”. Decimos que 2 es arco-conexo si para cada par de
puntos A, B € Q existe una funcién continua 7 : [a, b] — (2 tal que

Fla)=A y #(b)=B.

TEOREMA 3.8.4 (Caracterizacién de los conjuntos abiertos conexos en R™Y) Sea {2 un conjunto

abierto en RY. Entonces, ) es conexo si y solo si 2 es arco-conexo.

» Conexo » Disconexo

yCQ
v ZQ

Figura 3.22. Conjuntos conexos y disconexos (no conexos) en RY.

Conjuntos convexos

DEFINICION 3.8.6 Sea 2 un conjunto en RY. Decimos que (2 es convexo si dados dos puntos
cualesquiera de €2, el segmento de recta que los une queda totalmente contenido en €; es decir, si

(VZ, 7 € Q) (la combinacién convexa ((1 — A\)Z + Aj) € Q) (VA € [0, 1]).
El siguiente resultado es evidente.

PROPOSICION 3.8.1 Todo conjunto convexo en R™ es conexo en RY.

179  Esta version puede contener errores



CAPITULO 3. CURVAS EN R? Y EN R? [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

Q Q ) Q Q )

>No convexo > Convexo

seg[Py, By] ¢ Q seg[Py, Py] C Q

Figura 3.23. Conjuntos convexos y no convexos en RY. Es claro que si 2 es convexo entonces también es
conexo. Sin embargo, el reciproco no es siempre cierto.

Conjuntos simplemente conexos y miltiplemente conexos en R?

DEFINICION 3.8.7 Sea ) un conjunto abierto y conexo en R?. Decimos que {2 es simplemente conexo
si para cada curva y simple, cerrada y regular en (2, la regién acotada encerrada por la curva ~

queda totalmente contenida en 2. En caso contrario, decimos que 2 es miiltiplemente conexo.

El siguiente resultado permite ilustrar la definicién previa.

PROPOSICION 3.8.2 Todo conjunto convexo en R? es simplemente conexo en R2.

Simplemente >M1’11tiplemente
conexo conexo

Figura 3.24. Conjuntos simplemente conexos y multiplemente conexos en R2. Un conjunto multiplemente
conexo en R? posee agujeros (los cuales también pueden ser solo un punto o una linea).
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3.8.4. Elrotor y sus propiedades

DEFINICION 3.8.8 Sea (2 un conjunto abierto en R® y sea F : Q — R? un campo vectorial en Q.

OF;

" SiF = ([h, Fy, F3) y para & = (21, z2,x3) € (2 existen Ty (¥) paracadai,j =1,2,3,i # j,

entonces llamamos rotor de F' en ¥ al vector

rot F(Z) = <8F3(f)_8F2 L O0f 7 ory

X

85132 8%3 x)7 8%3 85131 .%'), 8x1 8%2

8F2 . OF: 1,
—5—(@) ).
= Si para cada Z € Q existe rot F'(Z), entonces llamamos rotor de F en Q al campo vectorial
rotF : 2 — R3 definido por
L O0F

= F
Z v rot F(Z) = (g{tz(:c Ry

(7)

OF: o OFy ) 0By o OF
s ) T Bz ) B T By )

DEFINICION 3.8.9 Sea 2 un conjunto abierto en R3, sea

® ={F:Q — R®: F es un campo vectorial en Q) : Irot F en 2}
y sea . .
§={F:Q — R?: F es un campo vectorial en Q}.
Se define el operador rotor en &, como el operador diferencial rot : & — § definido por

- - 0Fs 0F5)\ 0Fy 0F3)\ | oF, O0F\ -
F tF=|=-———-— ek —2 k.
o (8172 a$3> o <8:L'3 81‘1) j+ <82L‘1 81‘2)

NOTACION 3.8.2 Sea  un abierto en R? y sea F:Q — R3un campo vectorial tal que F =

(P, Q, R) y existen 86—1;, %—f, %—g, %—g, %, %—1; en Q2. Entonces, podemos poner

ot F =V x F
P 7k
0 0 0
| 9z 9y 02
P Q R

_(9R 0@\, (0P oR\. (00 0P\
\dy 0z ! 9:  ox)’ oxr Oy )

y el rotor de Fen (z,y,z) € Q, como

rotﬁ(x,y,z) =V X ﬁ(:c,y,z)
_(OR oQ oP OR Q) OP
(G2~ S, G 2) - G G ) - Sl
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DEFINICION 3.8.10 Sea Q un conjunto abierto en R? y sea F' :  — R? un campo vectorial en (2

tal que existe rot F. Si
rot F = (0,0,0) enq,

entonces decimos que F' es irrotacional sobre €.

TEOREMA 3.8.5 (Propiedades del rotor de un campo escalar) Sea €2 un conjunto abierto en RY,
sean F : Q = Ry G : Q — R dos campos vectoriales que admiten rotor en €2, sean o y 3 dos
ndameros reales y sea f : Q — R? un campo escalar que admite gradiente en (. Entonces se

verifica que,
i) rot(a F + 8G) = arotF + BrotG
ii) rot(f F) = frot F+ Vf x F

iif) Si V f admite rotor en €, entonces rot(V f) = (0,0,0) en €.

Interpretacién del rotor

OBSERVACION 3.8.1 Si un campo F representa el flujo de ciertas particulas de un fluido, entonces el
hecho que rot(F) = 0 fisicamente significa que las particulas del fluido no rotan (son irrotacionales),
es decir, el fluido puede sufrir traslaciones y distorsiones, pero no posee remolinos. Informalmente, esto
significa que si colocamos en el fluido una pequefia rueda con aspas, ésta se moverd en el fluido pero no

girard alrededor de su eje.

EJEMPLO 3.8.8 El campo de velocidades

= yi—xj
F(w,y,z)=wQ—+y2

es irrotacional. Una pequefia rueda con aspas moviéndose en el fluido no girard alrededor de su

eew. O

Figura 3.25. Una pequeria rueda con aspas moviéndose en el fluido no girard alrededor de su eje w.
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EJEMPLO 3.8.9 El campo de velocidades

—

F(.’IJ,y,Z) =yi—x)
es rotacional. Una pequefia rueda con aspas moviéndose en el fluido girara alrededor de su eje

w. O

OBSERVACION 3.8.2 La siquiente situacion ilustra por qué el rotacional estd asociado con rotaciones.
Consideramos un cuerpo ) girando alrededor del eje z. El movimiento rotacional se puede describir me-
diante un vector & en el eje z, y la direccion se considera siguiendo la regla de la mano derecha. Si

es la longitud del vector &,

=& X g,

a = dist(Q, eje z) = ||p]| sen ¢ = psen ¢,

con p = |7,y
[7]] = wa =wp seng,
entonces
T=dXxp=-wylt+wzj=w(-y,z0),
dondea?:wl%yﬁ:xi+yj+zl%.M’sm’m,
Pk
rotv=| 2 0% % = 2wk = 24.
—wy wzx 0

Por lo tanto, para la rotacién de un cuerpo rigido el rotacional del campo vectorial es un campo vectorial
dirigido paralelo al eje de rotacién con magnitud iqual al doble de la rapidez angular.

xr

Figura 3.26. El rotacional estd asociado a rotaciones.
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3.8.5. Integral de linea de un campo vectorial independiente de la trayectoria

DEFINICION 3.8.11 Sea N = 20 N = 3, sea { un conjunto abierto en R y sea F : @ — RY un
campo vectorial continuo. Decimos que la integral de linea del campo vectorial F es independiente
de la trayectoria en () si para cualquier par de curvas 71 y 72 seccionalmente simples y regulares
contenidas en {2, cuyos puntos extremos son comunes, se verifica que

/ ﬁ-dﬁ:/ F . di,
Y1 Y2

donde 7 y 7% son parametrizaciones seccionalmente simples, regulares y suaves de vy, y 72
respectivamente.

El teorema a continuacién generaliza al Teorema Fundamental del Célculo, y es muy til para
el calculo de integrales de linea de campos vectoriales que son gradientes de campos escalares; en
cuyo caso, la integral del campo vectorial gradiente depende solamente de los valores extremos de
la curva evaluados en el respectivo campo escalar, obteniéndose un criterio para averiguar cuando

una integral de trabajo es independiente de la trayectoria.

TEOREMA 3.8.6 Sea N = 2 0 N = 3, sea ) un conjunto abierto, conexo y no vacio en RY, y
sea f : 2 — R una funcién de clase C! en Q. Si v es una curva simple, regular y suave en Q y

7 [a,b] — RY es una parametrizacién simple, regular y suave de ~, entonces
/Vf-dF_ F(7B)) — £ (7).

Demostracién. Sea vy una curva seccionalmente regular y suave en 2 parametrizada por la funcién
seccionalmente regular y suave 7 : [a,b] — R3. Teniendo en cuenta el Teorema Fundamental del
Calculo y el hecho que f es de clase C! en (2, obtenemos

b dF
Vf-dr = V() - —(t)d
[0 = [vrew) - o
b

- [ g (ren) a
= f(F(b)) — f(F(a)). |

El teorema previo prueba que la integral de linea de un campo gradiente continuo es independiente
de la trayectoria en 2, si {2 es conexo, y, en particular, el valor de esta integral es cero si integramos
sobre una curva cerrada contenida en 2. En efecto, para fijar ideas, consideremos {2 un conjunto
conexo abierto y no vacio en R3,sea f : @ — Run campo escalar derivable en (2, con derivadas
continuas, y sea F:Q— R3un campo vectorial continuo tal que

—

F(z,y,2) =Vf(z,y,2) V(z,y,2) €9,
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entonces la integral de trabajo de F sobre una curva 7 seccionalmente simple, regular y suave
contenida en ) de trayectoria 7" : [a,b] — R? seccionalmente regular y suave, estd dada por

1% :LVf-dF
— F(F(b)) — f(7(a)).

De esta manera, no nos interesa conocer con precisién cual es la curva + (ni alguna parametrizacion
7 de v), puesto que solo nos basta con saber cuél es el punto inicial y el punto terminal de la curva,
a la cual le exigimos que sea seccionalmente regular y suave (para efectos de integrabilidad).

Un criterio para determinar independencia de la trayectoria

TEOREMA 3.8.7 Sea N = 2 0 N = 3, sea ) un conjunto abierto, conexo y no vacio en RY, y
sea F' : O — RY un campo vectorial continuo. Entonces, las siguientes tres propiedades son
equivalentes:

i) Existe una funcién potencial f : 2 — R de F'. Es decir, F es conservativo.

if) Para cada curva  cerrada seccionalmente simple, regular y suave en {2 se verifica que

/ﬁ-df—o.

iif) Para cualquier par de curvas 7 y 72 seccionalmente simples, regulares y suaves en (2 tales

que poseen extremos comunes, se verifica que

/F-dFl:/F-d'F’Q,
71 772

donde 7 y 7 son parametrizaciones seccionalmente simples, regulares y suaves de 71 y 2
respectivamente.
Demostracién.

i) = ii) Sea vy una curva cerrada, simple, regular y suave contenida en {} y asumamos que existe una
funcion f de clase C! en Q tal que F' = V f, entonces

/F dF—/Vf aF

= f((a)) — f(7(b))
=0.

i) = iii) Sean ;1 y 72 dos curvas simples, regulares y suaves en () tales que poseen extremos
comunes y asumamos que ii) se cumple. Sea 7 : [a,b] — R una parametrizacién simple,
regular y suave de v; y 7% : [¢,d] — RY una parametrizacién simple, regular y suave de 72,
con 71(a) = 72(c) y 71(b) = 72(d). Luego, como =, es la curva que invierte la orientacion
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de 72, obtenemos que y; + 7, es una curva cerrada simple, regular y suave, y se verifica que

/ ﬁ-dF:—/ F-dr.
V2 Yo

2

Figura 3.27. Curvas con mismo punto inicial y final

Luego, si ponemos
7ila,b+d—¢ — RN
71(t si a<t<b
t — )= _,1() -
Fo(—t+b+d) si b<t<b+d—e,

obtenemos que 7(a) = 7(b+d—c) y que (b) = 71 (b) = 72(d). Asi que 7’ es una parametrizacion
simple, regular y suave de la curva ; 4+ 7, y como estamos asumiendo que ii) se cumple,
obtenemos
Feodif— | F-dfy = [ F-dfi+ [ F-df
" 72 m V2

= /ﬁ-df
Y1+75
=0.

iif) = ii) Sea 7 una curva cerrada, simple, regular y suave en {2 y asumamos que iii) se cumple. Po-

niendo
Y=ntr

para algunas curvas v; y 72 simples, regulares y suaves tales que poseen extremos comunes
verificando que la unién de sus trazas es igual a la traza de +, desde iii) obtenemos que

/ﬁ-df:/ ﬁ-dFJr/ F.dr =0.
Y Y1 Vo—

if) = i) Queremos probar que
af: Q—>]Rta1queﬁ: Vi,
bajo el supuesto que ii) se cumple.
Sea 1 en (2 fijo, pero escogido de manera arbitraria, y para cada ¢ € Q2 consideremos ~(t, ¥)

una curva simple, regular y suave contenida en €2 tal que su punto inicial es 7 y su punto
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terminal es 7. Consideremos también 7 : [a,b] — RY una parametrizacion simple, regular y
suave de (7, ¥) tal que 7(a) = vy y 7(b) = .
Definamos f : @ — R por
@ f (@) :/ F-dr.
7(¥o, )
La definicién de f es correcta pues ya hemos probado ii) < iii), de manera que da lo mismo
cual es la curva 7 simple, regular y suave contenida en €2 que conecta v con w, asi como
también da lo mismo cual es su correspondiente parametrizacién 7 simple, regular y suave.
Debemos probar que
V(@) =F(w) Vi e .

Sea A €0, dist (71, 0Q)[, sea h € B(0,1) fijo, pero arbitrario y extendamos la curva (%, ¥)
por una curva simple, regular y suave (v, v + AR) cuyo punto inicial es 7p y cuyo punto
terminal es @ + Ah. Serd suficiente probar que

lim
e—0t g

Tenemos,

Figura 3.28. Una vecindad sobre ~.

Pongamos ahora 7(t) = v + th, parat € [0, \]. Se sigue que

1/ ]f.dle/sﬁ@jutﬁ)'ﬁdt
€ Jy(v,0+¢h) €Jo
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para alguna £ € [0,¢], y como & — 0" cuandoe — 0" y F es un campo vectorial continuo,

obtenemos .
J h) — f(U 1 -
i TEFER SO L F.ar
e—0t € e—0T € 'y(ﬁ’,fﬂrsfz)
= lim F(F+¢h)-h
i, F(o+Eh)
= F(@)-h

En resumen, hemos probado que

—

V@) -h=F@-h YieQVheB(0,1),

de donde se concluye que Vf = Fen. W

Otro criterio para determinar independencia de la trayectoria

Ahora damos otro criterio para determinar independencia de la trayectoria

PROPOSICION 3.8.3 Bajo las condiciones del Teorema 3.8.7, y asumiendo adicionalmente que (2
es un conjunto convexo en RY, y que F es de clase C' en €, entonces las afirmaciones i), ii) y iii)
del Teorema 3.8.7 también equivalen a la siguiente afirmacion:

OF; _ OF;

ox;  Ox;

iv) Paracadai,j=1,..., N se tiene que

) ’

Si F' = (P,Q) es un campo vectorial de clase C! definido en un conjunto abierto, convexo y no
vacio de R?, la condicién iv) de la Proposicién 3.8.3 se traduce en

or _oq
dy Oz’
Si F = (P,Q, R) es un campo vectorial de clase C" definido en un conjunto abierto, convexo y

no vacio de R?, la condicién iv) de la Proposicién 3.8.3 se traduce en

OP  9Q  09Q OR OP OR

oy o« 0z oy 7 9 ox
que a su vez equivale a

rot F = (0,0,0) en Q.

Luego, bajo las hipétesis de la Proposicién 3.8.3, en el caso N = 3 la afirmacién iv) de tal proposicién
equivale a

F es irrotacional en .
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EJEMPLO 3.8.10 Sea A un conjunto abierto y conexo en R? que contiene a la bola cerrada
B((0,0),1),sea Q2 = A\ {(0,0)} y sea F:Q—R2el campo vectorial definido por

@) = Flon) = (srim gz )

$2+y2’$2+y2

Considerando F = (P, Q) comprueba que

oP_ 99 g
oy  Ox ’
y que sin embargo F no es conservativo.
Solucién. Para cada (z,y) € 2 se verifica que
__ 7Y _ =z
P(x7y)_$2+y2 Y Q(x’y)_:ﬁ—l—y?
Luego, 2, .2 2 2 .2
oP —(z* +y°) +2y y'—x
_ — g Q
y
Q (2> +y%) — 2> o’
— = Y Q.
5 (& Y) @2 1 2 RSP (z,y) €
Por lo tanto, oP 00
87y == % en Q.

Consideremos ahora la circunferencia unitaria -y recorrida una vez en sentido antihorario, y consi-
deremos la funcién vectorial 7 : [0, 27] — R? definida por

t — 7(t) = (cost,sent),

que es una parametrizacién simple, cerrada, regular y suave de . Tenemos,
dr

F(7(t)) = (—sent, cost) y pms

(t) = (—sent,cost).
Entonces,

_ _ a7
F.df = [ F(7(t)- = (t)d
/7 / GOREAORT

2
:/ (—sent,cost) (—sent,cost)dt
0

27
:/ 1dt
0

= 2.

Notemos que € es un abierto conexo en R? y F es continuo en €, por lo que el Teorema 3.8.7 es
aplicable, y puesto que vy es una curva cerrada y regular para la cual ii) del Teorema 3.8.7 falla,
concluimos que F no es conservativo. Observemos que esto no contradice a la Proposicién 3.8.3,

pues aunque F es C' en €, Q no es convexo en R?, y por lo tanto la proposicion no es aplicable. []
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EJERCICIOS 3.8.1

1. Calcula la integral de linea

(2,3,—4)
/ zdx + y? dy — 23 dz.
(1,1,1)

2. Calcula la integral de linea

/(a2’b2762) rdr+ydy + zdz
(a1,b1,cl) V 1’2 + y2 + 22

donde (ay, by, c1) pertenece a la esfera 22 + y? + 22 = R}y (ag, b, c2) pertenece a la esfera
a:2+y2—|-22 :R%,conRg > Ry > 0.

3. Considera el campo gravitacional

. Map
Glp,0,9) = =57 ¥(p,6,9) €10, 0] x]0,21]x 10, ],

donde m es la masa de una particula que es atraida por una masa M en el origen de R?, ¢
es una constante gravitacional, y p es la distancia al origen. Si M fuese la masa de la Tierra,
p seria la distancia al centro de la Tierra y ¢ seria la constante gravitacional de Newton.
Muestra que G esun campo vectorial conservativo.

4. Encuentra, si es posible, una funcién potencial para el campo vectorial
F(z,y,2) = (y?cosz + 2°,4 4+ 2ysenz, 3x2% + 2) Y(z,y,2) € R3.
5. Muestra que
/(63: +2¢y%) dz + (day — 2%) dy — 2yzdz
v

es independiente de la trayectoria de cualquier curva vy seccionalmente regular y suave en
R3, y determina su valor para una tal curva con punto inicial (1,2, —1) y punto terminal
(4,0,2), de la siguiente forma:

a) Determinando una funcién potencial,

b) Determinando una poligonal de lados paralelos a los ejes coordenados.
6. Muestra que el campo vectorial
ﬁ(w, y) = (32%y + 2, 2% + 49°) Y(z,y) € R?
es conservativo.

7. Muestra que todo campo vectorial conservativo de clase C! es irrotacional.
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8. Muestra que el campo vectorial

= —y xX
o) = (it ) Vows) B\ (00,0t R}

es irrotacional y que, sin embargo, no verifica que

?{ﬁ-dfzo,
Y

donde v es la circunferencia 22 + y? = 1 en el plano xy recorrida en sentido antihorario.
(Contradice esto al Teorema 3.8.7 y la Proposicién 3.8.3? Justifica tu respuesta.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.8.1 presiona aqui .

3.9. El Teorema de Green

En esta seccién enunciaremos un teorema que expresa una integral doble sobre una regién D
del plano cartesiano en términos de una integral de linea respecto de una curva cerrada v que
corresponde a la frontera Fr(D) de la regién D recorrida en sentido antihorario.

Ahora damos uno de los resultados principales de esta seccion.

TEOREMA 3.9.1 (Teorema de Green para dominios simplemente conexos) Sea D una regién en
R? cuya frontera Fr(D) es la traza de una curva simple, cerrada, suave y seccionalmente regular,
sea () un conjunto abierto en R? tal que D U Fr(D) C Q, y sea F : Q — R? un campo vectorial de
clase C! tal que

—

F(z,y) = P(z,9)i + Q(=,y)j = (P(z,9),Q(z,y))  V(z,y) €L

Si Fr(D) es recorrida en sentido antihorario, entonces se verifica que
- A A P
7{ F-df—% Pdw—}—Qdy—// <(,)Q—(,)>dA.
JFr(D) JFr(D) JIp\ 0z 0Oy

EJEMPLO 3.9.1 Calcula
}1{(%2 +y?)dz — zy dy
-

si v representa los lados del cuadrado de vértices (1,0), (0,1), (—1,0) y (0, —1) recorrido en sen-
tido antihorario.
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Solucién. Pongamos

—

F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y))

= (1’2 + y27 —ny)
Claramente se trata de un campo vectorial de clase C'! en R? y se verifica que

0Q, or,
%(‘T,y) =Yy y Fy(xay) - 2y/

de donde obtenemos que

(lQ(x, y) — g];(x, y) = —3y.

Por otro lado, la curva determinada por el cuadrado de vértices (1,0), (0,1), (—1,0) y (0, —1) reco-
rrido en sentido antihorario es una curva simple, cerrada, suave y seccionalmente regular. Luego,
podemos aplicar el Teorema 3.9.1 de Green para dominios simplemente conexos. Obtenemos

e —ayy = [ (T - Gren ) dpas

(Lo [7 [ )
=3 (/01 (z+1)? = (-(1+2))?) dz + /01((1 —z)? = (—(1-1))?) dx)

=0. O

= -3
3

-1

Figura 3.29. Region encerrada por los lados del cuadrado de vértices (1,0), (0,1), (—1,0) y (0, —1) recorridos
en sentido antihorario.
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TEOREMA 3.9.2 (Teorema de Green para dominios miltiplemente conexos) Sea D C R? una
region cuya frontera Fr(D) estd constituida por n + 1 curvas simples, cerradas y seccionalmente

regulares, a saber: v, 1, 72, .., n, tales que:
i) la regién encerrada por v incluye en su interior a cada v;, i = 1,2,...,n,
i) Ny =@sii#j,
iii) ninguna de las 7; estd contenida en la regién encerrada por otra ;.

SiQ) C R? esunabiertotal que D U Fr(D) C Q,y F:Q— RZesun campo vectorial de clase C'! tal que

—

y Fr(D) es recorrida en sentido antihorario, entonces

= 0Q oP =
Foar= [ (—)dA+ § Fear
%Y ’ JJp \ Oz 9y g% '

o bien n

j{denLQdy://D <?9§,;2‘?9];> dA+Zjl€de+Qdy.

OBSERVACION 3.9.1

= En el teorema anterior todas las curvas involucradas en las integrales estin dadas en sentido anti-

horario; esto es: v, y1, V2, - - - , Vn €Stdn recorridas en el sentido antihorario usual.

= Recordemos que si vy es recorrida en sentido antihorario, entonces v~ recorre a la traza de ~y en sentido
horario, comenzando en el punto terminal de . Luego, si F' es un campo vectorial continuo, y r'es una
parametrizacion simple, reqular y suave de la curva -y en el interior de Dom(F'), entonces se verifica que

7{ F-d?:—j[ﬁ-dﬁ
Y Y

dx + dy
ﬁ z? +y? z? +y?

si v es una curva cerrada, simple, regular y suave, recorrida en sentido antihorario, y tal que el

EJEMPLO 3.9.2 Calcula

interior de la regién encerrada por ~ contiene al origen.

Solucién. Notemos que

F(z,y) = (P(z,9),Q(z,y)) = <$2—+yy2’ 22 j_ y2>

no es C'! en regiones que contienen al circulo unitario. Sin embargo, F si es C! en R?\ {(0,0)}.
Luego, si a la regién Dy encerrada por v (recorrida en sentido antihorario) le quitamos el circulo
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B, de centro en el origen y radio €, con 0 < ¢ < 1 (cuya frontera es la circunferencia de centro (0, 0)
y radio ¢, a la que asociamos la curva . que la recorre en sentido antihorario), entonces sobre la
region D = Dy \ B. es posible aplicar el Teorema 3.9.2 de Green para dominios multiplemente

conexos.

iy

Figura 3.30. Regiéon D = Dy \ B., donde Dy es una regién que contiene al origen y estd encerrada por la
curva vy que es cerrada, simple, regular y suave, recorrida en sentido antihorario; y B: es el circulo de centro
en el origen y radio ¢, cuya frontera es recorrida en sentido antihorario.

Obtenemos

—y x oQ 0P jé —y x
Y et — 2 dy= P %7 )qa — Y _dr+ —2_dy.
ﬁaﬁQ—i—y? x+m2+y2 Y //D<6x Oy + e w24 y? w+x2+y2 4

Ahora, como

(lp(x )= —(® +y°) + 2> a4y
oy T T @y @)
y
@($ ) — (z* +9%) =22 a4y
oz YT (22 +y2)2 (22 +y2)?’
se sigue que
0Q oP
Yo Y5 D
or Oy e

y sobre 7. se tiene que 2% + y? = &2

—y T 1
dx + dy = j{ —ydz + zdy.
%Y 2 + y2 12 + y2 EQ e

Ahora, podemos concluir de dos formas diferentes:

, asi que

Primera forma. Consideremos Fi(x,y) = (—y, z) y parametrizamos 7. mediante la funcién vecto-
rial 7(t) = (e cost,e sent), cont € [0, 27]. Luego,

— d_’
Fy(7(t)) = e (—sent, cost) y d—:(t) = e (—sent,cost),

194  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 3.9. EL TEOREMA DE GREEN

de donde
I
j{ —ydr+zdy = / F(7(t)) - a(t) dt
2
= / e(—sent,cost) -e(—sent,cost)dt
0

2m
= ¢? / (sen®t 4 cos®t) dt

0
= 227,

Por lo tanto,

-y T 1
dzr + dy :74 —ydr +zdy
%yx2+y2 x2_|_y2 52 e

= 2.

Segunda forma. Consideremos Fj (z,y) = (—y,z) = (Pi(x,y), Q1(z,y)) y usemos el Teorema 3.9.1
de Green para dominios simplemente conexos. Claramente

on _ 9 _
oy y or
de donde obtenemos que
Q1 o~ _
ox oy

Ahora, como B; el circulo encerrado por ., por el Teorema 3.9.1 de Green para dominios simple-
mente conexos obtenemos

7{ —ydx +zdy :// (an—aPl>dA
e B. \ Oz oy
:2// dA

= 2527r,

pues el drea de B, que es el circulo centrado en el origen y de radio ¢, es 7e2. Se sigue que

—y T 1
dz + dy —% —ydr +zdy
%yx2+y2 x2+y2 62 e

=27. O
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EJERCICIOS 3.9.1

1. Calcula el trabajo del campo vectorial F(z,y) = (2zy — x2,2 + y?) sobre la frontera de
la superficie encerrada por las curvas y = 2% y x = y?, recorrida en sentido antihorario.
Verifica el Teorema 3.9.1.

2. Evalta
% F.dr,
v
donde 7 es la elipse 922 + 4y? = 36 recorrida en sentido antihorario, donde

—

F(l’,y) =

x Y
+ 2y, +x|.
( /1132+y2 /$2+y2 )
3. Sea a > 0. Evalta la integral de linea

j{—ydm—}—(az—a)dy
L (z—a)? 42

sobre cualquier curva 7 cerrada, simple, regular y suave recorrida en sentido antihorario
de forma tal que

a) el punto (a,0) no pertenece a la curva ni a la regién que ella encierra

b) el punto (a,0) pertenece a la regién encerrada por la curva.
4. Sean a>0y b>0. Calcula el drea de la region acotada limitada por la elipse (%)2 + (%) o1

5. Sea a > 0. Halla el 4rea de la region del primer cuadrante acotada por un arco de la cicloide
7(t) = (at — a sent,a — a cost), t € [0, 27].

6. Calcula
7{ e =) cos(2ay) Az + e~ ) sen(2zy) dy,
,y

donde 7 es la circunferencia 2% + y? = a2, a > 0, recorrida en sentido antihorario.

7. a) Muestra que el campo vectorial F(z,y) = (23 — 22®)i — 3z%y2j es un campo vectorial

fﬁ-dﬁ
9l

donde 7 es la curva de trayectoria 7(t) = (cos®¢,sen’t), t € [0, 5].

gradiente.

b) Evalta

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 3.9.1 presiona aqui
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Capitulo 4
Superficies en R?

En o presente capitulo estudiaremos superficies en el espacio tratando de llevar un enfoque
similar al desarrollado en el capitulo previo sobre curvas en el plano y en el espacio.

4.1. Superficies en R?

Intuitivamente, una superficie en R3 es una superficie que se puede obtener a partir de una
region plana que se ha deformado (doblado, enrrollado, empujado, estirado, encogido).

EJEMPLO 4.1.1 Un circulo en R?, representa una superficie plana en R®. [0

EJEMPLO 4.1.2 En general, una superficie de R? no representa la gréfica de una funcién real en
dos variables en la forma z = f(z,y). O

T

Figura 4.1. Una region rectangular de R? que se ha deformado doblédndola para que adquiera forma de una
“S”, con ciertas zonas de la superficie paralelas, no tiene la forma z = f(z,y).

EJEMPLO 4.1.3 El manto de un toro. [

R
RS

LT
L

Figura 4.2. Region rectangular de R? que se ha deformado déndole la forma de un tubo cilindrico circular
recto y a partir de él, el manto del toro, obtenido al doblar el tubo en torno a un eje, hasta pegar sus extremos.
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DEFINICION 4.1.1 (Superficie en R?) Sea D un conjunto conexo en R? y sea
¢: ACR? - R
(u,0)  — B(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v)),

donde A es un conjunto abierto en R? que contiene a D, una funcién continua e inyectiva. Si
S = ®(D) = Rec(®), entonces decimos que S es una superficie en R? y que la funcién ® es una
parametrizacion o representacion paramétrica de la superficie S.

OBSERVACION 4.1.1

= En general, asumimos que el conjunto D en la definicion previa es un conjunto cerrado y acotado en
R?, a menos que se sefiale otra cosa.

= En la definicién previa, la funcion ® puede entenderse como una funcién que transforma una region
plana D en R? en una superficie S en R3.

vp 3
/\ ‘
D S =&(D)

Figura 4.3. Funcién vectorial ® sobre una region D C R?.

DEFINICION 4.1.2 Sea S una superficie en R? y sea & : D c R? - R3 una parametrizacion de S.
Decimos que:

» B = (w0, Y0, 20) € R3 pertenece a la superficie S si I(ug, vo) € D tal que B = 5(u0, vo)-

= El conjunto {P e R3:3(u,v) € D tal que P = &(u,v)} es la traza de la superficie S.

P = &(u,v) € S se denomina punto miiltiple si existe més de un punto (u,v) € D= D\ 0D
tal que P = & (u, v).

S es simple si no tiene puntos multiples. Es decir, S es simple si & : D — R? es inyectiva,
donde D = D\ 0D.

S es suave si posee una parametrizacion ® € C1(D, R?), en cuyo caso también decimos que
® es suave.
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OBSERVACION 4.1.2 Tal como con las curvas, es deseable clasificar las superficies en cerradas, orientables
y requlares. Para ello, necesitamos algunos elementos previos. Sea S una supetficie parametrizada por
$: D c R? — R3, con ® suave (es decir, de clase C), y sea (ug, vo) € D un punto que estd fijo. Entonces:

» u — B(u,vg) define una funcion vectorial de variable u (vo estd fijo) cuya imagen es una curva
suave en R?, y el vector tangente a esta curoa en el punto ®(ug, vo) € R
- 0P O Ay Oz .
D, (ug,v9) = = (ug,vy) = =— (ug, v9) 2 + = (ug, v9) 7 + — (ug, vo) k.
u(uo,v0) = = (u0,v0) = 5~ (u0,v0) 1+ 5" (u0, v0) j + 7 (uo, vo)
= De forma andloga, v — ®(ug, v) define una funcién vectorial de variable v (ug estd fijo) cuya imagen
es una curva suave en R3, y el vector tangente a esta curva en el punto <13(u0, vo) € R3 es

- 0P Ox 9 Oz .

. Oy X
q)v ) = T ) = T ) a 9 a ) °
(0, vo) 5 (0, vo) 5 (u0,v0) % + 5 (uo,v0) j + 5 (up,v0) k

= Como los vectores &, y @, son tangentes a dos curvas contenidas sobre la superficie S = (D)
que contienen al punto ®(ug, vo), entonces ellas deben determinar el plano tangente a la curva en el
punto ®(ug, vo). Luego, un vector normal a la superficie S en tal punto estd dado por

-

@,,(ug, vo) X By (uo, v0).

DEFINICION 4.1.3 Sea S una superficie parametrizada por @ : D C R? — R?, con @ suave. Decimos
que:

-

» (ug,vp) € D esun punto singular de d si 5u(u0, vg) X Py (ug,vo) = (0,0,0).

(uo,v9) € D es un punto regular de B si By, (ug, vo) X By(uo, vo) # (0,0,0).

® es una parametrizacion regular de la superficie S si todos los puntos en D son regulares.

S es una superficie regular si admite una parametrizacién regular.

S es una superficie seccionalmente regular o regular por trozos si estd compuesta por una unién
finita de superficies regulares.

OBSERVACION 4.1.3 Sea & una parametrizacion reqular en (ug, vo) de una superficie S.

= El vector normal a la superficie S en el punto ®(ug, vo) estd dado por
} , . 0P 0P
7i(uo, vo) = Pu(uo, vo) X Py(uo, vo) = %(“07”0) X %(UOaUO)-
= [a ecuacién del plano tangente a la superficie S en el punto <13(u0, vo) = (0, Yo, 20) estd dada por

(x — 20,y — Y0, 2 — 20) - 1(ug,v0) = 0.
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= El vector normal unitario a la superficie S parametrizada por ® en el punto (ug,vo) estd dada

por
z o X By (1

n(ug, vo) = Z(um,vo) — j(“o v) f(uo’ vo)

[[7(u0, vo)ll || By (20, vo) X By (g, v0)]|

3
V) 7

T

Figura 4.4. Parametrizacién de una superficie mediante en R® a una superficie en el plano R,

DEFINICION 4.1.4 Consideremos la notacién dada en la Definicién 4.1.2, la Observacion 4.1.2 y
la Observacién 4.1.3. Decimos que una superficie S es orientable si admite una parametrizacién
regular d:DcCR2— R3, de manera que 7 y n definen funciones continuas sobre D; es decir, el

campo vectorial de los vectores normales a la superficie S es continuo.
DEFINICION 4.1.5 La frontera de una superficie suave S en R? es el conjunto 95 consistente de todos

los puntos (xo, yo, 20) € S para los cuales cada conjunto de la forma

Ma(x()?y(bzo) = {(.fC,y, Z) g S H(‘T — 20,Y — Yo, _ZO)H < E}

€s conexo.

OBSERVACION 4.1.4 Notemos que toda bola de radio € > 0 pequefio, centrada en (xq, yo, z0) € OS con-
tiene puntos en S y puntos fuera de S. Notemos también que, en general, la frontera 0.S de una superficie
S en R? no coincide con su frontera topolégica Fr(S).

EJEMPLO 4.1.4 Determina la frontera del hemisferio superior de la esfera de radio R, a saber:

Sz{(x,y,z)ERB:z: RQ—x2—22:x2+y2§R2}.

Solucién. Notemos que si (o, yo, 20) € S es tal que zp > 0, entonces al considerar cualquier bola
de radio ¢ > 0 pequefio centrada en (zo, yo, 20), ésta quedara dividida en dos partes, de manera
que M (zo, Yo, z0) serd disconexo. Sin embargo, si (zo, %0, 20) € S es tal que zp = 0, entonces al
considerar cualquier bola de radio € > 0 pequefio centrada en (zo, Yo, 20), ésta no quedara dividida
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en dos partes, de manera que M (zg, Yo, 20) serd conexo. Por lo tanto, la frontera del hemisferio
superior de la esfera de radio R y centro en el origen es el conjunto

08 = {(z,y,2) : x> +y* =R?* A 2=0}. O

Figura 4.5. Hemisferio superior de la esfera de radio R y centro en el origen.

EJEMPLO 4.1.5 Determina la frontera del cilindro circular recto y acotado

S={(z,y,2) eR*:2? + ¢y =a® A 2| <2}.

Solucién. Notemos que si (xo, yo, 20) € S es tal que —2 < zp < 2, entonces al considerar cualquier
bola de radio ¢ > 0 pequefio centrada en (zo, yo, 20), ésta quedara dividida en dos partes, de
manera que M (zg, Yo, 20) serd disconexo. Sin embargo, si (xo, Yo, 20) € S es tal que zp = —2 o
z = 2, entonces al considerar cualquier bola de radio € > 0 pequefio centrada en (zo, yo, 20), ésta no
quedara dividida en dos partes, de manera que Mz, yo, z0) serd conexo. Por lo tanto, la frontera
0S del cilindro circular recto y acotado S es la unién de las circunferencias

Ci1 = {(x,y,z) eR?: 2?4+ 9y?>=da% A z:g}

C={(yz2)eR: 2’ +y?=a> A z=-2}. O

Figura 4.6. Cilindro circular recto.
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EJEMPLO 4.1.6 Determina la frontera de la esfera
ISES {(m,y,z) eR3: 2?2+ 22 :RQ}.
Solucién. Es facil chequear que la esfera S no posee frontera, pues si (xg, yo, 20) € S, entonces al

considerar cualquier bola de radio ¢ > 0 pequefio centrada en (o, yo, 20), ésta quedard dividida en

dos partes, de manera que M (zg, Yo, 20) serd disconexo. [

Figura 4.7. Esfera.

PROPOSICION 4.1.1 Sea S una superficie suave y sea ®: D c R? - R3 una parametrizacion
suave de S. Todo punto de 95 es imagen de un punto de dD por &, sin embargo, un punto de

0D no necesariamente tiene su imagen sobre 05.

El siguiente ejemplo sirve para ilustrar la Proposicion 4.1.1.

2 acotado por los planos

EJEMPLO 4.1.7 Muestra que la parametrizacién del cilindro 22 + y? = a
z = 2y z = —2 que proviene del uso de coordenadas cilindricas es tal que no todo punto en la

frontera de su dominio posee una imagen en la frontera de la superficie.

Solucién. La parametrizacion del cilindro 22 + y? = a? acotado por los planos z = 2y z = —2, que

proviene desde el uso de coordenadas cilindricas, esta dada por

$: [0,27] x [-2,2] — R?
0, z) — ®(0,2) = (a cosb,a senb, z).
Notemos que los puntos de la forma (0,2) € R? y (2m,2) € R? tales que |z| < 2, pertenecen a
Fr(D) = Fr([0, 27] x [~2,2]), la frontera del dominio de & y que sin embargo, las imadgenes 3(0, 2)

y <I-5(27r, z) no pertenecen a 05, la frontera de la superficie S, cuando |z| < 2. Por otro lado, 95

proviene de la unién de las imdgenes de $(0, 2) y &(2n, z) cuando |z] = 2. O
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Figura 4.8. Parametrizacion del cilindro x* + y? = a? acotado por los planos z = 2y z = —2.

DEFINICION 4.1.6 En R? decimos que una superficie es cerrada si divide el espacio es dos regio-
nes, una acotada (interior a la superficie) y otra no acotada (exterior a la superficie).

OBSERVACION 4.1.5 Todas las supetficies cerradas requlares en el espacio son orientables respecto a la
direccion escogida como positiva en cada punto. En general, la orientacion positiva es la que se escoge
saliendo desde la regién acotada hacia su exterior, siguiendo la regla de la mano derecha.

Figura 4.9. Si S es regular, entonces el campo de vectores normales es continuo, y la superficie es orientable.
Mas atin, la orientacién de la frontera de la curva que encierra la superficie y el campo de vectores normales
a la superficie se relacionan mediante la regla de la mano derecha.

Los siguientes ejemplos ilustran los conceptos previos. Ademds, muestran que una superficie
admite mas de una parametrizacién y que algunos puntos regulares para una parametrizacén
pueden resultar singulares para otra, tal como sucedia en el caso de las curvas.

EJEMPLO 4.1.8 Muestra que el hemisferio superior de la esfera de radio R y centro en el origen
es una superficie simple, suave, regular y orientable, salvo tal vez un conjunto finito de puntos.

Solucién. Sea S el hemisferio superior de la esfera de radio R y centro en el origen. Como ||Z|| = R
para cada Z € S, podemos parametrizar en coordenadas esféricas la superficie, mediante

@, :[0,27] x [0,Z] — R®
0,0) — @1(0,¢5)= (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos ).
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Observemos ahora lo siguiente:

= S es simple. En efecto, ®; es biyectiva en |0, 2] x ]0, Z].
= S es suave. En efecto, 3@, que es una C'-parametrizacion de S.

» S es regular salvo tal vez en (0, 0, R). En efecto, de acuerdo a la definicién de &1, tenemos

0P 0%
(0, 8) = Zg (0:8) x 520, 9)

= (— R senf sen ¢, R cosf sengzﬁ,()) X (R cosf cos g, R senf cosp, —R sen¢)
p b ¢
= R? sen¢ —sen 6 cos 0

cosf cos¢ senf cos¢p —seno
= R? sen ¢ (— cos 6§ sen ¢, — sen § sen ¢, — cos ¢)
= —Rsen¢ (R cos 6 sen ¢, Rsen 8 sen ¢, R cos <b)
— —Rsen¢ (2(0,6), y(0, 6), 2(0, 6)).

Notemos que 7i(¢, ¢) = (0,0, 0) siy solo si ¢ = 0. Por otro lado, el tinico punto del hemisferio
superior para el cual ¢ = 0, es el punto (0,0, R). Por lo tanto, 3 ®; que es una parametrizacién

regular de S salvo en (0,0, R).
= S\ {(0,0, R} es orientable. En efecto,

(0, ¢) = —Rsen ¢ (R cos fsen ¢, Rsen 6 sen ¢, R cos gb)

n(d, p) = — ( cos f sen ¢, sen f sen ¢, cos d))

definen funciones continuas sobre [0, 27| x [O, 5 [ Ademads, —1 < —sen¢ < Opara0 < ¢ <

2ol

y por lo tanto el vector normal apunta hacia el lado interior del hemisferio. [

z

Y
\——-BS:m2+y2:R2

T

Figura 4.10. Parametrizacion del hemisferio superior de la esfera de radio R y centro en el origen.
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Cabe preguntarse,
¢ Son regulares en los mismos puntos todas las parametrizaciones regulares de una superficie?
Veamos que esto no es cierto.

EJEMPLO 4.1.9 Muestra que no todas las parametrizaciones del hemisferio superior S de la esfera
de radio R y centro en el origen son regulares en S \ {(0,0, R)}.

Solucién. El hemisferio superior S de la esfera de radio R y centro en el origen estd determinado

por el sistema
2+ +2°=R?> conz>0 = 2z2=+/R2—(22+1?) Y(z,y) € B((0,0), R),

donde B((0,0),R) = {(z,y) € R? : 22 + y?> < R?}. La parametrizacién de esta superficie en
coordenadas rectangulares es:

®,: B((0,0),R) — R?
(ﬂf,y) - 62(55,3/): (:E?y’ R27$27y2)'

Luego,

Y
—(1,0,— * x (0,1, - Y
R2—J)2—y2 R2—$2—y2

i3 2
11 0 —=
= N
01 ———2L
N za—
1
T R _ 2 2<x,y, RZ_JCQ_?JQ)
— Y
L (@9, 2(e,9))
— m’y72$?y .
z(x,y)

Notemos que 7i(z, y) estd bien definido si z(z,y) = \/R? — 22 —y? > 0y que 7i(x,y) = (0,0,0) siy

solo si .
<wuy7 \% R2 - $2 - y2> = (07070)

R2—.’L'2—y2

Por lo tanto, la parametrizacién ®, es regular en (0,0, R), pero no esta definida para (z,y,2) € S
tal que 22 + y? = R?, pues en esta situacion se verifica que z(z,y) = 0. Notemos también que el
vector normal exterior en coordenadas rectangulares, apunta hacia el exterior del hemisferio, lo

cual difiere de la parametrizacion en el Ejemplo 4.1.8. [

205  Esta versién puede contener errores



CAPITULO 4. SUPERFICIES EN R? [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

En los Ejemplos 4.1.8 y 4.1.9 hemos obtenido dos parametrizaciones de una misma superficie,
cada una definiendo un campo de vectores normales continuo, pero con direcciones opuestas.
Luego, si una superficie S es orientable, parece natural hablar de vector normal 77 exterior a la
superficie y de vector normal —7 interior a la superficie, segin la orientacion de la superficie que
escojamos como positiva. Asi, podremos distinguir lo que sucede con el vector normal exterior 7

de una superficie dependiendo de la parametrizacién que nos demos de ella.

DEFINICION 4.1.7 Sea S una superficie orientable, sea 7 el vector normal exterior de acuerdo a la

orientacioén escogida como positiva, y sea ® una parametrizacién de S. Decimos que:
» O preserva la orientacion de S si

- . o o
D, (u,v) X Dy(u,v) = %(u,v) X g—v(u, v) = 7i(u,v),

m O invierte la orientacion de S si

. . 0P 0P }
D, (u,v) X Pp(u,v) = —(u,v) X —(u,v) = —7(u,v).
ou ov
= ® es equivalente a una parametrizaciéon ®; de S si, o bien ambas parametrizaciones preser-

van la orientaciéon de S, o bien ambas invierten la orientacion de S.

EJEMPLO 4.1.10 Sea S el hemisferio superior de la esfera de radio R y centro en el origen, y
consideremos como cara exterior de la superficie a aquella de contiene a sus planos tangentes.
¢Son equivalentes las parametrizaciones ®; de S en el Ejemplo 4.1.8 y &, de S en el Ejemplo
4.1.9?

Solucién. Las parametrizaciones ®; y & del hemisferio superior de la esfera de radio R y centro
en el origen dadas en el Ejemplo 4.1.8 y en el Ejemplo 4.1.9 respectivamente, son tales que ®;
invierte la orientacién y ®, preserva la orientaciéon cuando consideramos como cara exterior de la
superficie a aquella de contiene a sus planos tangentes. Por lo tanto, las parametrizaciones ®; y ®2

no son equivalentes. [

EJEMPLO 4.1.11 Sea S la superficie de un cono circular recto de radio a y altura & y sean &,
®, y @3 respectivamente una parametrizacion esférica, una cilindrica y una cartesiana de ella.
Considerando como cara exterior de la superficie S a aquella de contiene a sus planos tangentes,
estudia si estas parametrizaciones son simples, suaves, regulares y/o equivalentes entre si, y

determina una ecuacién para los planos tangentes a S.
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Solucién. Vamos a considerar la superficie S del cono circular recto cuyo vértice esta en el origen
y es perpendicular al plano zy; esto es, S queda determinada por el sistema

2

2?4+ y% = %22 con0<z<h
y su frontera 05 queda determinada por el sistema
22 +y>=a®> conz=h.
z

59 . 22 4 42 = g2
’ z=~h

Figura 4.11. Cono circular recto de radio a y altura h.

» La parametrizacion en coordenadas esféricas se obtiene observando que

s cat. opuesto a ¢ a
Sen — = ,
hipotenusa Va? + h?
cat. adyacente a h
cos ¢ = Y ¢ =

hipotenusa Va2 +h?

Asi que, esta parametrizacion esta dada por

@1 : [0,va2+ 12 x [0,27] — R?

- 1
,0) — ®1(p,0) = ——= (apcosb,apsenb, ph).
(p,6) (p,0) N (ap p ph)
» La parametrizaciéon en coordenadas cilindricas se obtiene observando que
r _ a
z h

y que la proyeccion en el plano xy de la superficie es el circulo
B((0,0),a) = {(z,y) € R? : 2* + y* < a®} = {(1.0) € [0,a] x [0,27] : 7 < a}.
Asi que, esta parametrizacion esta dada por
By : [0,a] x [0,27] — R3

(r,0) — 52(7“, ) = (r cosf,r sen, Zh)
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» La parametrizaciéon en coordenadas rectangulares se obtiene observando que

Vit y? _a

z h

y que la proyeccién en el plano xy de la superficie es el circulo
B((0,0),a) = {(z,y) € R* : 2” + y* < a®}.
Asi que, esta parametrizacion estd dada por

®5: B((0,0),a) — R3
> h
(.’E,y) — @3(1’,:[/) = ($7y7 E V .’E2 + y2)
= S es simple. En efecto, <I;1, 52 y 53 son biyectivas en el interior de sus respectivos dominios

sobre sus respectivas imagenes.

= S es suave. En efecto, 3 <I_51 (o E|<I_52) que es suave en D; 53 no lo es, pues no es diferenciable en

el origen; es decir, (0,0) es un punto singular para ®s.
= Ahora estudiamos el vector normal asociado a cada parametrizacién.

e En primer lugar, notemos que

— . aq_;l 851
ii(p,0) = ap (,0, 0) x 20 (p, 9)
1 1
= \/ﬁ(acosﬂ, asen@,h) X \/ﬁ( —apsenf,ap COSG,O)
a a
p 0
a’p

= m COS 0 Sen 0

o el O

—senf cosd

@ (b
T a2+ h2 g Peost,——psent,p
2
(o )
VT \Va e 0 Va e TR a T
h a2
= —W <CC</), 9)7?4(/), 0),—ﬁz<p, 9))

define una funcién continua sobre [0, va? + h?] x [0, 27].
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e Notemos también que

n(0,7r)

define una funcién continua sobre [0, a] x

e Por dltimo, notemos que

ﬁ(xvy) =

_ 88‘1)2 (r,0) x ‘?2(7», 0)

= <cos€ sen 0 > —rsenf,r cos 9,0)
P 0

=7| cosf senf

o QT W

—senf cosd

h h
(— —rcosf, —rsen@,r)
a a
a® rh
2 a

h x(r,Q),y(r,H),—a—Zz(r,H)
( )

>

<7“ cosf,rsenf, —

Q

[0, 27].

o, ok,
oz Y Oy

h
- (10

T h
’a/7x2+y2> x (0’%
1) l%

0
\/wQTy
\/wQTy

1 h h

(z,9)

_ ¥y

Q\D‘ Q\D‘

0

h a’® h
- _ 2 2 2
a\/z? + y? <a:,y, n2aV’ +y>
B h <a: a? o, )>
a /x2+y2 7y7 h2 y

0,0),a) \ {(0,0)}.

define una funcién continua sobre B((

= Como una consecuencia del estudio de los vectores normales, obtenemos que S es regular
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excepto en (0,0,0). Mds atn, S resulta orientable donde S es regular, pues los vectores nor-

males definen funciones continuas. Se chequea facilmente que
®; invierte la orientacién, paracadai =1,2,3,
y de esta manera obtenemos que las tres parametrizaciones son equivalentes.

= Plano tangente: Tenemos,
h h 5 2
(x — 20,y — Y0, 2 — 20) ECUO,EQO,—ZO =0, conzy=+/x5+y; U

EJERCICIOS 4.1.1

1. Encuentra la frontera, si existe, de la superficie compuesta por el hemisferio 242 +22 =1,
con z < 0, y el cilindro z22+y*=1,con0< z< 1.

2. Encuentra la frontera, si existe, del elipsoide %{L‘Q + 42 + izz =1

3. Considera la superficie parametrizada por d : R2 — R3 definida por 5(w,y, z) =
(u cosv,u senv,u? + v2). Determina el conjunto donde @ es regular y encuentre la ecua-
cién del plano tangente a la superficie en el punto (1, 0).

4. Encuentra el plano tangente a la superficie S en R3 parametrizada por (z,y,2) =

1

(u?,u sene”, 3u cose”) en el punto (13, -2, 1).

5. Considera la superficie S en R? parametrizada por & : [0,1] x [0,47] — R3, (r,60) —
®(r,0) = (r cosf,sen, ).
a) Indique cudl es la superficie
b) Encuentra el vector normal unitario
c) Encuentra el plano tangente a la superficie S en el punto (a, b, ¢)
d) Si(a,b,c) € S, muestra que el segmento de recta horizontal de longitud 1 que va desde
el eje z hasta (a, b, c) pertenece a S y al plano tangente a S en el punto (a, b, ¢).
6. a) Encuentra una parametrizacion para el hiperboloide S : 2% + y? — 22 = 25
b) Encuentra el vector normal unitario a S
¢) Encuentra el plano tangente a la superficie S en el punto (a, b, c), donde a? + b = 25

d) Muestra que las rectas L; : (a,b,0) + (—b,a,25)ty L : (a,b,0) + (b, —a, 25) pertenecen
a Sy al plano tangente del item c).

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 4.1.1 presiona aqui
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4.1.1. Area de una superficie

Por simplicidad, supongamos que D es un rectangulo en R?, subdividido en pequefias celdas,
de manera que ®(D) = S corresponde a una superficie en R?, también dividida en pequefias
celdas (asumiendo que ® es una parametrizacién simple, suave y regular de S).

&
v b _— i~ 5

Sij = B(Rij)

Aui

Figura 4.12. Particion de una superficie parametrizada, con ®(D) = Sy &(R,;) = S;;, donde R;; = Au; x
A’Uj, siendo Aul =U; —Ui—1yY AU]’ =Vj —Vj_1.

Notemos que si escogemos § = max;;{Au;, Av;} suficientemente pequefio, entonces el area
A(Sij) = A((f(R,-j)) resulta muy similar al drea de una region plana tangente a S. Especificamente,

tenemos que
A(Sig) ~ N1Au; Bu(ui, v7) x Avy B (uz, v5)|

@ (s, v5) X By (i, v5) || Ay Av

= Hfi(u,, Uj)” Auz AU]'.

Luego, el area de S es aproximadamente

Notando que cuando § — 0, n, m — oo, concluimos que

A(S) = //D 17 (u, v)|| du dv I

donde 7i(u, v) = O, (u,v) x By(u,v) = g—i’(u,v) X %—%(u, v).
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DEFINICION 4.1.8 Sea S una superficie simple, suave y regular, y sea ® : D ¢ R?> — R? una

C'-parametrizacién simple y regular de S. Se define el drea de una superficie mediante el valor

A(S) dado por
A(S) = //D |7 (u, v)|| dudv = //SdS,
3

donde 7i(u,v) = By (u, v) X By(u,v) = g—;(u,v) X %—f(u, v).

EJEMPLO 4.1.12 Determina el drea de la superficie asociada a la regién acotada del paraboloide
2% + y? — 2 = 0 que ha sido seccionado por el plano z = 4.

Solucién. Observemos la gréfica de la superficie de paraboloide z = 2% + y?,con 0 < 2z < 4,y su
proyeccién en el plano xy.

ZA

2Y

ey

T

Figura 4.13. Superficie de paraboloide z = 2% + y?, con 0 < z < 4, y su proyeccién en el plano xy.

Como la proyeccién en el plano zy de la superficie S asociada a la regién acotada del parabo-
loide 22 + y? — z = 0 que ha sido seccionado por el plano z = 4 corresponde al circulo 22 + y? < 4,
podemos considerar la siguiente parametrizacién de S:

$: [0,2] x[0,27] — R3
(r,0) —  ®(r,0) = (rcosf,rsend,r?).
Luego,
ni(r,0) = ®,.(r,0) x ®y(r,0)

= (COSH, sen 6, 2T) X (— r senf,r cosH,O)

A~

7 0 z
=r cos@ senf 2r

—senf cosf O

= (— 212 cos 0, —2r? sen 6, r),
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de donde

|7 (r, )| = VAartcos? 6 + drtsen2 6 + r2 = r/4r2 + 1.
Por lo tanto, el 4rea de S es

2 r2m
A(S) —/ rv4r? +1dodr
0o Jo

r=2
™

6 r=0

:%(17&—1). 0

(4% 4+ 1)2

EJEMPLO 4.1.13 Determina el drea de la superficie de un toro de radio mayor R y radio menor a.

Solucién. Consideremos la superficie S de un toro centrado en el origen de radio mayor R y radio
menor a.

z

o

T

Figura 4.14. Superficie de un toro de radio mayor Ry radio menor a.

Evidentemente, podemos considerar la siguiente parametrizacion de S:

&: 10,27]x]0,27] — R3

(0, 9) — ®(0,6) = ((R+ asen ¢) cos b, (R + asen ¢)sen b, acos ¢).
Luego,
(0,9) = g0, 9) x By (0, 0)
= ( — (R+asen¢)send, (R + asen ) COSH,O) X (acos¢cos€,acos¢sen9, —asen¢)
p 0 ¢
= (R + asen o) —sen cos 0 0
acos¢pcosl acospsentl —aseno

= (R + asen o) (— a cos ' sen ¢, —a sen 0 sen ¢, —acos¢),

de donde

17(8,6)]| = a (R +aseng).
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Por lo tanto, el 4rea de S es

2w 27
:/ / a(R+asen¢)dfde
o Jo

2T
= 27ra/ (R+ asen¢)de¢
0

=4r%aR. O
EJEMPLO 4.1.14 Sea f : R? — R una funcién C'-diferenciable, y sea S la gréfica de f. Calcula el
area de S cuando consideramos f : D — R, con D C R2.

Solucién. Consideremos la siguiente parametrizacion de S:
®: D — R
(2,9) = P(z,y) = (2,9, f(z,y).

Luego,
ii(z,y) = Dol )><‘1>( Y)
of
() )
_|10 %(ﬂf,y)
01 Few
(- w5 @)
de donde

Iz, )] = \/ 1+ (L) + (L)

Por lo tanto, el 4rea de S es

w9~ [ (L) s (Sen) wae o

EJERCICIOS 4.1.2

1. Sea S la parte acotada del paraboloide z = 1— 2 —y?, ubicada sobre el plano xy. Determina
su area.

2. Determina el 4rea de la cubierta del hemisferio z2 + y? + 22 = 2, z > 0, cortada por el
cilindro 22 + 9% = 1.
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3. Calcula el drea de un helicoide de radio a y altura de paso h.

4. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C! en [a, b], y sean R y S las superficies obtenidas al
hacer girar la curva y = f(x), « € [a, b, en torno al eje = y en torno al eje y respectivamente.
Calcula las dreas A(Ry) y A(Sy) considerando f >0,y b > a > 0.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 4.1.2 presiona aqui .
4.2. Integrales de superficie de campos escalares

DEFINICION 4.2.1 (Integral de superficie de un campo escalar) Sea S una superficie simple,
suave y regular, sea ® : D C R?> — R® una C'-parametrizacién simple y regular de S, y sea
f:Q c R?® — R un campo escalar continuo en €, siendo 2 un conjunto abierto que contiene a S.
Entonces, llamamos integral de superficie del campo escalar f sobre la superficie S a la integral

//f u, v))||7(u, v) ]dudv—//de

donde i(u,v) = (1, v) x Dy(u,v) = gf (u,v) x %‘f (u,v).

OBSERVACION 4.2.1 Se puede probar que la integral de superficie de un campo escalar no depende de la
parametrizacion simple, reqular y suave escogida de la superficie, ni de la orientacion de tal superficie.

OBSERVACION 4.2.2 La definicién 4.2.1 se puede extender a supetficies S seccionalmente requlares, que
es cuando existen superficies S;, para i = 1,2, ...k, simples, requlares y suaves que se traslapan a lo mds
en sus bordes, y que son tales que S = Sy U So U ... U Sy. En este caso, obtenemos

I fdszil [[. 1.

donde las parametrizaciones ®; de las respectivas curvas S; son suaves.

EJEMPLO 4.2.1 Sea S la superficie determinada por la ecuacién z = 22492, con0 < z < 4. Evalta
la integral de superficie

/ V1 + 2+ 3(22 +y2)dS.
S

Solucién. Consideremos la siguiente parametrizacion de S:
$: D — R3
(2,y) = ®(z,y) = (2,9, f(z,9)) = (@,y,2* + y?).
donde D = B((0,0),2) = {(z,y) € R? : 22 + y? < 4}, que corresponde a la proyeccién sobre el
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plano zy de la superficie z = 2? + y?, cuando 0 < z < 4.

ZA

2Y

P2/

x

Figura 4.15. Superficie de paraboloide z = x* + y?, con 0 < z < 4, y su proyeccion en el plano zy.

De acuerdo al Ejemplo 4.1.14, observamos que

= (_2$7 _2y7 1)
y —
[7(z, Y| = [[Pa(z,y) X Py(z,y)|l
2 2
= \/1 + ((;i(w,y)> + (gjyc(x,y)>
= VTH AT+ )
Luego,

//5 VI+z+3(2+y?)dS ://Df(é(x,y))nﬁ(x,y)udxdy

:// V14422 +y2) 1+ 4(22 + y2) dw dy
D
:// (1+4(z* + %) dedy

D

2 2w
:// (1+4r%)rdfdr
0o Jo
2 2

r—=
=27 (7“2 + 7“4>

=36mr. O

r=0
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4.3. Aplicaciones de la integral de superficie de un campo escalar

4.3.1. Masa, centro de masa y momentos de una superficie

Férmulas para la masa y el momento de capas muy delgadas en el espacio zyz

m Masa:

M://Sp(:x,y,z)ds

m Primeros momentos con respecto a los planos coordenados:

Myz—//xp(ar,y,Z)dS, Mmz—//yp(:v,y,Z)dS y Mxy—//Zp(:c,y,Z)dS
S S S

m Centro de masa: (z, 7y, 2)

Myz 7:sz EZMxy
M YT Y M

7=
m Momentos de inercia (segundos momentos) con respecto a los ejes coordenados:

Iy = //S(y2+z2) p(z,y,2)dS, I,= //S(chHQ) p(z,y,2)dS y L= //S(ljﬂﬁ) p(w,y,2)dS
m Momentos de inercia con respecto a una recta L:

I;, = //S(r(:v, y,2))? p(x,y,2)dS donde r(z,y, z) es la distancia del punto (z,y, z) a larecta L

m Momento de inercia respecto al origen (momento polar):

= [[[ @+ + Pplap, a8
5
m Radio de giro con respecto a una recta L:

I
Rp=1/5;

EJEMPLO 4.3.1 Calcula el centro de masa de un hemisferio superior de la esfera de radio a y
densidad constante p = xo.

Solucién. Consideremos el hemisferio superior de la esfera de radio a centrada en el origen, de-
terminada por el sistema 2% + y* + 22 = a?, con z > 0. Notemos que podemos parametrizar la
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superficie en coordenadas rectangulares mediante & : B((0,0),a) — R? definida por

(ZC,y) = 5($>y) = (:L‘,y,f(:v,y)) = (x,y, V (12 - 332 - y2 )/

y asi
i(z,y) = ulz,y) x By(.y)
- (S~ Fwna)
(= )
\/a2—x2—y2’\/a2—x2 y2’ !
de donde

I7i(z, y)l| = (182 (2, y) x By (z,y)l|

x2+y2+a2_x2_y2
a2—m2—y2

a
[aZ — 22 — 2

Como la proyeccion de la superficie en el plano zy es la region D = {(z,y) € R? : 22 + y* < a},

M ://Sp(x,y,z)dS
:xo//Dum,y)HdA

2T a r
=ax —drdéf
0/0 /0 JaZ — 2
27 r=a
= awo/ (—\/ a? — 7“2)
0

dé
2
= a’x / dé
0

r=0
= 2a2x07r.

tenemos

Notemos que si de antemano hubiésemos sabido que la superficie de la semiesfera de radio a

mide 2a%7, entonces hubiésemos obtenido de inmediato

M://Sp(az,y,z)dS
::co//SdS

= 2a%xq.
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Ahora, por simetria, es claro que z = 0 y que § = 0, por lo cual resta calcular z. Tenemos

Ma:y ://Zp(.’E,y,Z)dS
S
— a0 [[ Ve ) da
D
27 a
:aa:o/ / rdrdf
o Jo

/27r 7,2 r=a
= axo -
0o 2

do
r=0
1 2T
= a3xo/ dé
2 0
3

= a IgT.

Notemos que z = /a? — x2 — y2,y que el drea de un circulo de radio a es a?r, luego, podriamos
haber obtenido inmediatemente

Ma:y ://Zp(I,y,Z)dS
S

— / / VaZ — 2% — 2 |z, y)l| dA
D

:a:co// dA
D
3

= a IgT.
En conclusién, el centro de masa esta en el punto (0, 0, %) . O
EJEMPLO 4.3.2 Calcula la masa de la porcién del plano = + y + z = 1 en el primer octante si la

densidad de drea en un punto (z,y, z) cualquiera en la superficie es k [%} , donde k es una
constante.

Solucién. Consideremos la superficie determinada por el sistemaz +y+ 2 =1,conz >0,y >0y
z > 0. Notemos que podemos parametrizar la superficie en coordenadas rectangulares mediante
® : D c R? - R3 definida por

(Z’,y) Hé(x7y) - (x,y,f(fﬂ,y)) - (x,y,l—a:—y),

y asi
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de donde
7i(z, )| = V3.

Como la proyeccién de la superficie en el plano zy es laregiéon D = {(z,y) e R> 1z +y=1:2 >

o ://Sp(x,w)ds
_ / /D 22 ||fi(z, )| dA

1 11—z
= k\/g/ / 22 dy da
0o Jo

:k\/g/ol(l—x)xde

:kﬂ(?—f)

0:y > 0}, tenemos

r=1

x=0
— V3=
a 12°

Por lo tanto la masa es 5kv/3[kg]. O

EJERCICIOS 4.3.1
1. Sea f : R? — R el campo escalar definido por
1—a22—9y2—22 siz?+y2+22<1
f(xy,2) = o 9o
0 siz® +y“+ 22> 1.
Calcula F(t) = [[4 fdSsi S eslasuperficie z +y + z = t.

2. Sean S la esfera de ecuacion z2 + y2 + 2% = a? y 9, la superficie del octaedro, inscrito en la
esfera, |x| + |y| + |z| = a. Calcula el valor de I} — I5 si

n=[[ @rpeAas e n= [ @epeasn
S1 52

3. Halla la masa de la semiesfera z2 + 3> + 22 = a2, z > 0, cuya densidad de masa en cada

punto es p(z,y, z) = Z.

4. Halla el centro de masa de la superficie homogénea z = /22 + y? recortada por la superfi-

cie 2% + y? = ax.
5. Halla los momentos polares de inercia de las siguientes superficies S:

a) la superficie del cubo max{|z|, |y, |z|} = a
b) la superficie total del cilindro 2% + y*> < R?,0 < z < h.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 4.3.1 presiona aqui
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4.4. Integrales de superficie sobre campos vectoriales

DEFINICION 4.4.1 Sea ) un abierto en R?, sea F:Q = R3un campo vectorial y sea S C Q
una superficie regular y orientable segiin el campo de vectores normales 7 : S — R3. Llamamos
integral de superficie del campo vectorial F' a través de la superficie S al valor de la siguiente integral:

//ﬁ-ﬁds.
S

OBSERVACION 4.4.1 Se puede probar que la integral de superficie de un campo vectorial no depende de la
parametrizacion simple, reqular y suave escogida de la superfice. Sin embargo, si depende de la orientacion
de tal superficie.

OBSERVACION 4.4.2 La definicién 4.4.1 se puede extender a supetficies S seccionalmente requlares, sua-
ves y orientables, que es cuando existen superficies S;, para i = 1,2, ...k, simples, requlares y suaves
que se traslapan a lo mds en sus bordes, y que son tales que S = S1US2U. . .USy. En este caso, obtenemos

//F-ﬁdSZ// F.ads,,
JJs —~JJs

donde las parametrizaciones ®; de las respectivas curvas S; son suaves.

NOTACION 4.4.1 Se puede escribir indistintamente

//ﬁ-d§ 0 //ﬁ-ﬁds o bien //ﬁ((f))-ﬁdA.
S S D

En efecto, si S es una superficie suave, regular y orientable, y ® es una parametrizacién de S que

preserva su orientacion, entonces

donde dS mide en unidades de area sobre la superficie S (S es un subconjunto del espacio zyz);
mientras que en términos de la parametrizacién ®, dS corresponde a || (u, v)| du dv, que mide
en unidades de drea sobre la region D (D es la region del plano uv asociada a la parametrizaciéon
& de la superficie S). Por tltimo, mencionamos que en algunos libros, como el de Thomas Jr., la

notacion para dS es do.
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EJEMPLO 4.4.1 Sea S la superficie del plano de ecuacion z + y + z = 1 ubicada en el primer
octante, y sea F' : R — R3 el campo vectorial definido por F(z,y, z) = (22,seny, e?). Calcula

//S Flz,y,2) - dS.

Solucién. Consideremos la siguiente parametrizacion de S:
d - D - R
(@y) = Bz,y) = (2,9, f(@y) =@yl -z—y),

donde D es la proyeccién del plano = + y 4 z = 1 sobre e primer cuadrante del plano zy. Luego,

i(z,y) = Bz, y) x By(z,y)

:_gg%w—gwwm)
—(1,1,1)

<Y

T

Figura 4.16. Superficie del plano x + y + z = 1 ubicada en el primer octante.
Se sigue que
[ Fa)-a8 = [| A -ty ayas
S D

1 1—x
= / / (2%, seny,e?) - (1,1,1)dy dx
0 JO

1 1—a
= / / (22 +seny + e 7"Y)dy dx
o Jo

y=1l-z

1
= / (z%y — cosy — el 7*7Y) dz
0

y=0

= /1(902(1 — ) —cos(l —z) + e ™7)da
0

$3 .T4 . r=1
=<3—4+sen(1—aj)—e ) dz

=0

11
:—E—sen1+e. O
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4.5. Aplicaciones de la integral de superficie sobre un campo vectorial

4.5.1. Flujo

Supongamos que una placa metélica recibe calor por una cara y frio por la otra. La temperatura
en cada punto de la placa produce un campo escalar 7'(z, y, z) de temperatura. El flujo real del calor
se puede representar con flechas indicando la direccién y magnitud del flujo de calor. La energia o
campo vectorial del flujo de calor estd dado por

J = —kVT,

donde k > 0 es la constante de conductividad del calor. El calor fluye de zonas calientes a zonas
frias, pues — V7T apunta en la direccién hacia donde la temperatura 7" decrece.

EJEMPLO 4.5.1 El movimiento giratorio se describe mediante el campo vectorial

F(z,y)=-yi+zj O

EJEMPLO 4.5.2 El movimiento circular del agua tal como ocurre cuando se quita un tapén de un
recipiente se describe aproximadamente por el campo vectorial

= ) a X "
F(z,y) = m2—|—y21_932—|-y2‘7'

¢ Como podemos calcular el flujo de un campo vectorial F' sobre una superficie?

Consideremos un fluido sometido a un campo de velocidades y sea S una superficie inmersa en
el flujo, con parametrizacién ®. La cantidad F(®) - #(P) representa la velocidad perpendicular a
la superficie S en el punto ®. Asi, en un pequefo lapso de tiempo At el volumen de liquido que
atraviesa un elemento ij de superficie AA;; = Au; Avj es:

AVij ~ F(®) At AA;.

Como
AAU ~ ||5u(ulv Uj) X 51}(“1‘#@'}” Ay Avj
obtenemos

AV, e -y
A~ F(@(ui,vj)) -n(@(ui,vj))

Entonces la variacién del volumen total en S serd aproximadamente la suma de todas las contri-

-

5u(ui,vj) X @v(ui,vj)H A'LLZ' Avj

buciones, a saber

n m

mgtal ~ SO B, 7)) - 0B, 7))

i=1 j=1

-

q;u(ui,vj) X @v(ui,vj)H Aui AUJ'.
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De aqui, pasando al limite, obtenemos que el flujo instantdneo (volumen por unidad de tiempo)
que atraviesa la superficie S en el sentido del campo de los vectores normales determinado por la

//F-ﬁdS
S

DEFINICION 4.5.1 Sea Q un abierto en R, sea F' : © — R?® un campo vectorial que representa

parametrizacion ® es

un campo de velocidades, y sea S C (2 una superficie regular y orientable segiin el campo de
vectores normales 7 : S — R®. Llamamos flujo de F a través de la superficie S al valor de la

//ﬁ-ﬁdS.
S

EJEMPLO 4.5.3 Calcula el flujo del campo F (z,y,2) = 222+ yz j+ zx k a través de la superficie

siguiente integral:

triangular de vértices (1,0, 0), (0,2,0) y (0,0, 3) orientada segtin 7 con componente z positiva.

Solucién. La ecuacién del plano se obtiene de la siguiente forma. Consideramos los puntos dos a
dos en los planos x = 0, y = 0y 2 = 0, y obtenemos las respectivas rectas contenidas en ellos

3y +22=6, 3x+2z=3 y 2r+y=2.
Multiplicando cada ecuacién previa por convenientes escalares, obtenemos:

3y + 2z =6, 6xr+22=206 y 6x 4+ 3y = 6,
de donde obtenemos la ecuacién del plano que contiene a la superficie triangular, a saber

6x 4+ 3y + 2z = 6.

ZA

Y

T

Figura 4.17. Superficie del plano 6x + 3y + 2z = 6 ubicada en el primer octante.
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Notemos que proyectando al plano z = 0 (plano xy), vemos que la regién de integracién esta
dada por
D:{(x,y)E]R2:0§$§1:0§y§2—2a?}.

Asi, a partir de la ecuacion del plano, podemos considerar la siguiente parametrizacion

P - D — R3

@) = B = @ foa) = (w3 - 3 - 30).
Tenemos,
A(z,y) = Ba(,y) x By(z,y)
~ (-F e -Fena)
(2

con componente z > 0, de donde

//ﬁ~ﬁdS :// ﬁ(@(w,y))-ﬁ(m,y)dxdy
S D
1 r2-2z
:/ / <x2,yx, (3—3y—31‘> l‘) . (3,3,1> dy dx
o Jo 2 2
1 2—2x 3 3
= / / <3332 + —xy + 3r — —xy — 3x2) dy dx
o Jo 2 2
1 y=2—2x
= / 3xy
0 y:O

dx
1
:/ 3z(2 — 2x)dx
0

EJEMPLO 4.5.4 Determina el flujo de F(z,y,2) =yzj+22katravésdela superficie S del cilindro
y>+22=1,2>0,entrelos planos z = 0y z = 1.

Solucién. Notemos que la proyeccion de la superficie del cilindro y? + 22 = 1, 2 > 0, entre los
planos z = 0y = 1, estd dada por la regién rectangular

D={(z,y) eR?*:0<x<1:-1<y<1}.
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/ Y

T

Figura 4.18. Superficie del cilindro y? + 2*> = 1, z > 0, entre los planos x =0y z = 1
Luego, podemos considerar la siguiente parametrizacion de la superficie S,
$: D - R
(z,y) = @(z,y) = (v,y, f(2,y)) = (:v Y, V1- y2) :

Es facil chequear que
)
_(_9f of
- (_8.’B (.ZE, y)v - 82/ (:E,y), 1)

de donde

//ﬁ-ﬁdS —// F(®(x,y)) - fi(z,y) dy dx
S D
1,1 y
= [ [ o=y (0L s
0 J-1 1 — g2
1 1
:/ / (y2+1—y2) dx dy
-11
1
:/ / dz dy
-1Jo
=2. O

EJERCICIOS 4.5.1

1. Calcula [ F-dSsi F(x,y,2) = zi+y?j+zk,y S es el triangulo determinado por el plano
x+y+ 2z = 1y los planos coordenados, sabiendo que el vector normal 77 posee componente
z positiva.

2. Calcula [ F-dSsi F(z,y,z) = zi+y?j+ 2k, y S es la superficie seccionalmente suave
conformada por S; = {(7,9,2) ER3: 2 =1—2% 42 > 0}; So = {(z,y,2) e R3: 22 + 4> =
1:-1<2<0},yS8; ={(n,y,2) € R¥:22+y*> <1:2= -1}, con el vector normal
apuntando hacia afuera.
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3. Calcula [ F - dS donde F(x,y,z) = ayi —a2?j+ (x + 2)k y S es la porcién del plano
2x + 2y + z = 6 que se encuentra en el primer octante, y 7 apuntando hacia arriba.

4. Calcula el flujo del campo eléctrico E( p,0,0) = %, donde ¢ es la constante dieléctrica,
debido a una carga constante ¢ € R puesta en

a) la superficie de la esfera de centro en el origen y radio R, orientada segtn el vector

normal exterior

b) la superficie del plano z = h orientado segtin la normal superior k.

5. Calcula el flujo del campo vectorial F(z,y, z) = —k a través de la superficie del cono z2 +

y? =22, 2 >0, 2% + y? < 1, orientada segtin el vector normal exterior.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 4.5.1 presiona aqui .

4.6. Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes nos dard una relacién muy importante entre una intregal de trabajo y una
integral de flujo, donde el flujo est4 descrito por un rotacional.

TEOREMA 4.6.1 (Teorema de Stokes) Sea S C R? una superficie seccionalmente regular, luego S
es orientable en cada seccidn cuya frontera es una curva simple cerrada y regular, orientada de
acuerdo a la orientaciéon de 05 (es decir, se satisface la regla de la mano derecha respecto a 7).

Sea F':  — R3un campo vectorial de clase C'* sobre ), con (SUaS) C Q. Entonces,
//<wﬁ>.d§_7{ F-dr
Js Jos

NOTACION 4.6.1 Conviene tener en cuenta la notacion
rot F =V x F.

Por esta razén, podemos escribir

//Srotﬁ-dgz//s(Vxﬁ)-dg
://Srotﬁ-ﬁds
://S(Vxﬁ)-ﬁds.
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Ademas, en varios textos se usa escribir en negrita una expresiéon cuando ésta es vectorial. Asi,
es usual ver en algunos textos la siguiente notacion:

« F=F

S=ds

o,

L]
= d7 = dr (o bien ds' = ds)
= 77 = n (aunque en algunos textos este se interpreta como el vector normal unitario).

De esta forma, en el texto de Thomas Jr., el Teorema 4.6.1 de Stokes se expresa con la siguiente

//S(VXF)-nda:jiF-dr,

aqui n es normal unitario, do = dS y C = 95 es recorrida en sentido antihorario.

notacién

En muchas ocasiones, si el contexto no es ambiguo, también se suele suprimir un simbolo integral
en la integral de superficie, como en el libro de Marsden y Tromba, donde el Teorema 4.6.1 de
Stokes se escribe con la notacién

/S(VXF)-dS:ngF-ds.

EJEMPLO 4.6.1 Sean E : [0,00) x R® — R?, (t,z,y,2) — E(t,z,y,2) y H : [0,00) x R® — R3,
(t,z,y,2) — H (t,z,y,z),con H de clase C?, representando respectivamente un campo magnético
y un campo eléctrico en el tiempo ¢, sobre una superficie S contenida en R?, entonces, de acuerdo

a la teoria de electromagnetismo
oH

F--22
78 ot’

donde V x E se calcula manteniendo ¢ fijo; y %—? se calcula manteniendo z, y y z constan-
tes.De esta forma, si S es una superficie que verifica las hipétesis del Teorema 4.6.1 de Stokes, se

fﬁ-df://(VxE)-(ﬁ
oS S

oH -

= /] -

) L

_—m/AHwﬁ

Aqui §,¢ E - d7 representa el voltaje alrededor de dS'y [[¢ H - dS el flujo de H o flujo magnético. Si

obtiene la Ley de Faraday

0S fuese un alambre, una corriente fluirfa en proporcion a este voltaje. En otras palabras, la Ley
de Faraday dice que el voltaje inducido en un circuito cerrado es igual al negativo de la tasa de
cambio de flujo magnético a través de una superficie con el circuito como borde. O
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EJEMPLO 4.6.2 Usando el Teorema 4.6.1 de Stokes, evaltia [[¢(V x F) - 7dS, donde F(z,y,z) =
(1 — 2)y, ze*, xsen z), S es el hemisferio z = \/a? — x? — y?, y i tiene positiva la componente z.

Solucién. Claramente se satisfacen las condiciones para aplicar el Teorema 4.6.1 de Stokes.

z

T

Figura 4.19. Superficie del hemisferio z = \/a? — x? — y2, y 7 tiene positiva la componente z.

Luego, notando que 9S = {(z,y,2) € R3 : 22 + 4?> = a? : z = 0}, podemos escoger la

parametrizacion que recorre 95 en sentido antihorario,
7. [0,27] — R3
t — 7(t) = (acost,asent,0).

Tenemos,
dr

ﬁ(F(t)) = (asent,0,0) y e

//(Vxﬁ)-ﬁdS:j{ F.d7
S oS

(t) = (—asent,acost,0).

De esta forma,

2
:/ (asent,0,0) - (—asent,acost,0)dt

o

27
= —/ a’sen® t dt
0
=2

B ) 1 1 t=2m
= —a” | —=sent cost + -t

2 2 =0
= —a’r. O

EJEMPLO 4.6.3 Sea S el semielipsoide § = /1 — % = 272' orientado de modo que la normal 7
apunta hacia arriba, y sea F(z,y, z) = 22i + y2] + 2% tan(zy)k. Calcula [Js(V x F). dS.
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Solucién. Claramente se satisfacen las condiciones para aplicar el Teorema 4.6.1 de Stokes.

z

|

y

x

Figura 4.20. Superficie del semielipsoide 5 = /1 — Z—i - z—j, orientado de modo que la normal 77 apunta
hacia arriba.

Luego, notando que 95 = {(x,y, 2) € R?®: 2—2 + g—j =1:z =0}, podemos escoger la parametri-

zacion que recorre 95 en sentido antihorario,

7. [0,27] — R3
t — 7(6) = (acost,bsent,0).

Tenemos,

N d7

F(7(t)) = (a® cos® t, b* sen’ t, 0) y d—;(t) = (—asent,bcost,0).
De esta forma,

//wxﬁ). a =4 F.ar

S S
27 —
— [T Fw) - Ly

dr
2

3

(a® cos?® t,b*sen®t,0) - (—asent,bcost,0) dt

2

(—a3 cos’t sent + b>sen®t cos t) de

t=2m
(a3 cos® t + b3 sen? t)

t=0

1
S wim S— 5— S— S5~

O

EJEMPLO 4.6.4 Calcula el trabajo del campo vectorial ﬁ(az, y,z) = (2y, —x, z) sobre la curva 7 :

2 2 =0, recorrida en sentido antihorario.

?+y’=a
Solucién. Podemos proceder de dos formas diferentes.
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Primera forma. Escogemos S = {(z,y,2) € R3 : 22 + y? < a® : 2 = 0} de manera que 95 = v,

entonces podemos considerar la parametrizaciéon que recorre 95 en sentido antihorario,
7. [0,27] — R3
t —  7(t) = (acost,asent,0).

Tenemos,
dr

F(7(t)) = (2asent, —acost,0) y m

(t) = (—asent,acost,0).

De esta forma,

o [ R &
ésF-dr—/o F(r(e)) - 0y i

27
:/ (2asent,—acost,0) - (—asent,acost,0)dt
0

2m
= —a2/ (1+sen?t)dt
0

) ) 1 1 t=2m
= —2a°m—a —5 sentcost + §t

t=0
= —3a’m.
Segunda forma. Consideremos Sy 0S5 como en la forma anterior, y notemos que se verifican las
condiciones para aplicar el Teorema 4.6.1 de Stokes. Consideremos también la parametrizacion de
S dada por
$: D — R3
(z,y) — B(z,y) = (2,9, f(z,y)) = (z,9,0).
donde D = B((0,0), a). Luego,

ik
rot F(®(xz,y)) = 8836 (fy (;92 =0i+0j—3k
2y —x 0
y
(2, y) = ®4(x,y) x By(z,y) = (0,0,1).
Entonces,

—

jgsﬁ‘dfz//DTOtF@(m’y))'ﬁ(x,y)dA
2//17(0,0,—3)'(0,0,1)@
=—3//D dA

= —3a%7r. O

231  Esta versién puede contener errores



CAPITULO 4. SUPERFICIES EN R? [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

EJERCICIOS 4.6.1

1. Verifica el Teorema 4.6.1 de Stokes para ﬁ(x, y,2) = y2i+ayj+ zzk y la superficie S
correspondiente al paraboloide z = a — 22 — y2, z > 0.

2. Calcula [[((V x @) - 7dS, donde #(v,y,2) = (1 +y —22%)i+22j— (52> +yz)k y S
es la superficie correspondiente a la semiesfera 2?2 4+ 32 + 22 = 16, z < 0, con 7i teniendo

componente z negativa.

3. Verifica el Teorema 4.6.1 de Stokes para #(z,y,z) = yi+zj+zk ylasuperficie S corres-
pondiente a la parte del cilindro 2% + y? = 1 ubicada entre los planos 2 = 0y z =  + 2, con

7 apuntando hacia afuera.

4. Verifica el Teorema 4.6.1 de Stokes para ﬁ(:z;, y,2) = (22 —y) & —y22 j— v’z k y la superficie
S correspondiente al cono z = 2 — /22 + y? sobre el plano zy.

5. Sea 7 una curva simple, cerrada y seccionalmente regular y suave que es frontera de una
superficie seccionalmente simple, regular y suave S. Prueba que si f : R* — R es de clase
ClenR?yg:R? — Resdeclase C? en R?, entonces

%Yng-dF://S(foVg)-dg

con vy S orientadas apropiadamente.

6. Considera la curva simple, seccionalmente regular y suave v = U} ;v;, donde v; es el
segmento de recta que une los puntos (1,0,2) y (1,0,0), 2 = {(x,y,0) € R? : 2% +

1 :y > 0}, 73 es el segmento de recta que une los puntos (—1,0,0) y (—=1,0,2) y 74 =
{(z,y,2) € R?®: 22 4+y? = 1:y > 0}. Calcula §7 F-d7, donde F es el campo en coordenadas
cilindricas dado por

F(r,0,z) = r*sen07 + r* cos 0 + rz 3.

7. Sean S C R? la cinta de Mébius parametrizada por la funcién & :[0,27] x [-1,1] c RZ —
R? definida por ®(z,y) = 2 (cosz,senz,0) + y (cos (%) cosz,cos (%) senz,sen (%)), y sea
F:R3\ {(0,0,2) : z € R} — R3 el campo vectorial definido por

ﬁ(x,y,z):< = L o).

$2+y2’$2+y2’

//rotﬁ-dg# F.ar
S oS

(Contradice esto el Teorema 4.6.1 de Stokes? Justifica apropiadamente su respuesta.

Muestra que

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 4.6.1 presiona aqui
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4.7. El Teorema de Gauss

4.7.1. Ladivergenciay sus propiedades

DEFINICION 4.7.1 Sea Q2 un conjunto abierto en RY y sea F:Q— R un campo vectorial en (2.

. Si F = (F1,F,,...,Fn) y para & = (z1,22,...,2N) €  existen gf:z(:f) para cada i =

1,2 , N, entonces llamamos divergencia de F en 7 al valor
di F
iv Z 8:51

= Si para cada 7 € Q existe div F(&), entonces llamamos divergencia de F en Q al campo

escalar div F : Q — RY definido por
N
Fes divF(T) =) o (©):
T

i=1

DEFINICION 4.7.2 Sea ) un conjunto abierto en R, sea

&={F:0—R":Fesun campo vectorial en (2 : 3div F en Q}

y sea
F=1{f:9— R": fesuncampo escalar en 2}.

Se define el operador divergencia en &, como el operador diferencial div : & — § definido por

. X oaF
:;am

NOTACION 4.7.1 Sea 2 un abierto en R3 y sea F : Q — R? un campo vectorial tal que F

(P,Q, R) y existen %5 , %‘j y 22 en Q. Entonces, podemos poner
divF =V-F
0 0 0
(83}783/8,2) (P, @, R)
_op  9Q  oR
ox Oy 0z’

y la divergencia de Fen (z,y,2) € 2, como
diVF(.ﬁC,y,Z) =V ﬁ(az,y,z)

_op 0Q OR
- %(l’,y,Z) + @(xayvz) + &(l‘,y,Z)-
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DEFINICION 4.7.3 Sea  un conjunto abierto en R? y sea F : 2 — R? un campo vectorial en ( tal
que existe div F.Si
divF =0 en Q,

entonces decimos que F es solenoinal sobre €.
TEOREMA 4.7.1 (Propiedades de la divergencia de un campo escalar) Sea €2 un conjunto abierto
en RV, sean F : @ — RY y G : @ — R dos campos vectoriales que admiten divergencia en €,

sean o y [ dos nimeros reales y sea f : 2 — R un campo escalar que admite gradiente en (2.

Entonces se verifica que,
i) div(e F + BG) = adivF + BdivG
i) div(fF)= (Vf) -F+ fdivG

iif) Si F' admite rotacional en €, entonces div(rot F) = 0.

4.7.2. El Teorema de Gauss

El Teorema de Gauss (también conocido como Teorema de Gauss-Ostrogradski o Teorema de
la divergencia) dard una relacién muy importante entre una integral de flujo y una integral de
volumen.

TEOREMA 4.7.2 (Teorema de Gauss) Sea (2 un subconjunto abierto y acotado de R? cuya frontera
Fr(Q) es una superficie seccionalmente simple, regular y suave, orientada segtin el vector normal

exterior a Q0 y sea F = (Fy, Fy, F3) un campo vectorial tal que F; € C'(Q), parai = 1,2,3.

// v-ﬁdv—// F.d
JJQ Fr(Q)

Una consecuencia del Teorema de Gauss es la siguiente

Entonces,

7

COROLARIO 4.7.1 Sea F un campo vectorial de clase C' en una vecindad de (z¢, ¥, 20) € R3. Sea
(2, un abierto de frontera orientable tal que (z, y0.20) € £, y diam(€2;) = 0. Entonces,
P

_ 1 L
- F 20) = lim —— F - dS.
V- F(wo, 90, 20) = lfm o @) //FY(QT) ds

OBSERVACION 4.7.1 El Corolario anterior nos permite interpretar la divergencia de un campo vectorial
F como la medida de la expansion de un fluido por unidad de volumen; asi que

i) V- F(z0,y0,20) > 0, indica que el flujo se expande en el punto (es decir, que el nitmero de lineas de
fuerza que abandona la superficie es superior al niimero de lineas de fuerza que ingresan a ella). En
este caso el punto actiia como un manantial.
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ii) V- F(zo, 0, 20) < 0, indica que el flujo se contrae en el punto (es decir, que el nitmero de lineas de
fuerza que abandona la superficie es inferior al niimero de lineas de fuerza que ingresan a ella). En

este caso el punto actiia como un sumidero.

iii) V- F(x0,y0,20) = 0, indica que el flujo no es afectado en el punto (es decir, que el niimero de lineas
de fuerza que entra a la superficie es igual al niimero de lineas de fuerza que salen de ella). En este

caso el punto no afecta el transito del flujo.

Flujo de salida negativo.

El punto actia como sumidero
Flujo de salida positivo.

X X Flujo de salida nulo.
El punto actda como manantial

El punto no afecta el transito
del flujo

Figura 4.21. Flujo de salida en un punto de la superficie.

OBSERVACION 4.7.2 Si ) es un subconjunto abierto en R?® cuya frontera topolégica Fr(Q) es una su-
perficie seccionalmente reqular, simple y suave, es usual escribir 02 en vez de Fr(2). Es importante no
confundir esta notacion con la utilizada para la frontera de una superficie S en R3, que denotamos por 9,

pero que en general no corresponde a su frontera topoldgica.
EJEMPLO 4.7.1 Sea Q= B(0, R) € R3y sea F(x,y, z) = (x,y, 2), ¥(z,y, z) € R3. Calcula e F.dS.

Solucién. Notemos que
V- F(z,y,2)=1+1+1=3 V(z,y,z) € R3.

Luego, desde el Teorema 4.7.2 de Gauss obtenemos que

//Bﬂﬁ.o@:///ﬂv-ﬁdv
-l

= 3 Vol (

4
=3 <§7TR3>
=47 R3. O
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EJEMPLO 4.7.2 Sea (2 el elipsoide %; I :';72 I %; <1,ysea F(m, y,z) = (x+4cosze¥,2y+2e " 62+
2sen(z? + ¢?)). Calcula [, F - dS.

Solucién. Notemos que
V-Flz,y,2) =14+2+6=9 V(z,y,2) € R3.

Luego, desde el Teorema 4.7.2 de Gauss obtenemos que

//mﬁ-d§://ﬂv-ﬁdv
-l

= 9Vol ()

4
= <3 7mbc>

= 127mabec. O

EJEMPLO 4.7.3 Con ayuda del Teorema 4.7.2 de la divergencia, evalta la integral [/ F - qds,
donde F(x,y, z) = (x,3zy, —22) y S = S1USy, con 1 = {(x,y,2) € R3 : 22 +3% = 22,0 < 2 < 1}
y S2 = {(z,y,2) € R3: 2% +y? < 2z, 2 = 0}.

Solucién. Si a la superficie S le agregamos la superficie
Sz ={(z,y,2) e R®:2® +9? < 2z, 2 =1},
entonces obtenemos el cilindro cerrado
C={(z,y,2) eR®: 22+ <2z A 0<2z< 1)

Luego, sobre la regioén cilindrica 2 correspondiente a la unién entre la regiéon encerrada por el
cilindro unida a su superficie 9€2 = S U S3, podemos aplicar el Teorema 4.7.2 de Gauss.

Para ello, notemos que

V- F=1+3z-2=3z-1,
y por tratarse de un cilindro, podemos usar coordenadas cilindricas.
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]Y

Y

Figura 4.22. Cilindro 22 + y? < 2z,con 0 < z < 1.

// ﬁ-ﬁdsz// V.Fdv
o0 Q
% 1 2cosf
:/ // (3rcosf —1)rdrdzdf
-z Jo Jo

Se sigue que

%
g 2cosf
= / / (3r2 cos O — ) dr dé
-z Jo
us 2\ [r=2cosf
:/2 (T3COSH—T> do
— 2 r=0

= / (8cos @ — 2cos? 6) db

vl

= %(89 + 6sen(260) + sen(46))

0=-3
= 27.
Por otro lado, la tapa superior S3 del cilindro puede parametrizarse mediante
$: D — R?
(r,0) — &(r,0)=(r cosf,r send, 1),
donde D = {(r,0) e R*: 0 <r < 2cosf A —5 <6 < Z}. Luego,
ii(r,0) = ®,(r,0) x y(r,0)
= (cos#,senf,0) x (—r senf,r cos,0)
0 ik
=] cos0 sent/ 0

—rsenf rcosf 0O

= (0,0,7).
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Se sigue que

-

(®(r,0)) - 7i(r,0)dr do

ﬁ
5 20059
= / / (rcos®,3r? cos@ senf, —2) - (0,0,7)drd

r=2cos 6

dog
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3
= —/ 4 cos® 6 db

~
2

0=%5
= —(20 4 sen(20))
b=-3
= 27,
de donde
//ﬁ~ﬁd8 :// F-ﬁdS—// F-ndS
s a0 Ss
=21 — (—27)
=4r. O

EJEMPLO 4.7.4 Usa el Teorema 4.7.2 de la divergencia para evaluar

//m(a:2+y+z)ds

donde (2 es la bola unitaria centrada en el origen.

Solucién. El Teorema 4.7.2 de la divergencia dice que

// ﬁ-ﬁdsz///divﬁdv.
o0 Q

Por otro lado, notemos que 92 corresponde a la esfera 22 + y* + 2% = 1, asi que cualquier vector

normal exterior a 952 es unitario. De esta forma, debemos determinar F= (F1, Fy, F3) que verifique

ﬁﬁ :(F17F27F3)'($7y7z)
=z F +yls+zF;3
=r’+y+z  V(z,y,2) €09,

de donde deducimos que F; = x 'y F» = F3 = 1. Por lo tanto,

divE =V -F=1

// F.ndS :// V- FdV
o0 Q

y asi
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EJERCICIOS 4.7.1
1. Evalda la integral de superficie del campo vectorial dado a través de la superficie dada:

a) F (z,y,2) = 228+ xyj+ 2z k a través de la superficie total S del cilindro acotado por
x2+y2:a2,z:(),z:b

b) F (z,y,2) = 4xzi—2y% j+ 22 k a través de la superficie total S del cilindro acotado por
x2+y2:1,z:0,z:3

¢) F(z,y,z) = (seny, e, 22) a través de la superficie total S de la semibola acotada por
z

= /a2 — 22 —y2yelplano z = 0.

2. Verifica el Teorema 4.7.2 de Gauss para el campo vectorial dado a través de la superficie
dada:

a) F(z,y,2) = (22,12, 22) a través de la superficie S del sélido limitado por 32 = 2 — ,

z2=0,z=2x
b) F(x,y,z) = (z,y, —x) a través de la superficie S = S; US, donde S; = {(z,y,2) € R3:
24+ + 22 <2y Ny<1}ySo={(z,y,2) ER3: 2?2+ 4> <1 A1<y<3—2}

¢) F(z,y,2) = (y, —x, 22) a través de la superficie S del s6lido limitado por 22 + 32+ 22 <
4,2 2> 2 —y.

3. Calcula el flujo saliente del campo F(z,y,2) = (3 + 2y2)i + (y° — 222)j + (22 + y?) k,
(z,y,2) € R3, a través de la mitad superior del elipsoide de ecuacion 4z? + 4y? + 22 = 4
(z>0).

4. Calcula el flujo del campo vectorial F (z,y,2) = 2% i4+y? j+2° k a través del octante positivo
delaesferaz? + 4>+ 22=1(x >0,y >0,z > 0).

5. Sea v C R3 la curva definida en coordenadas cilindricas por r = cos¢, § = 0y fijo, y
z = sen(2¢), donde —5 < ¢ < 7. Considera la superficie S obtenida al rotar « alrededor
del eje z y encuentre una parametrizacion regular para la superficie S en funcién de (6, ¢).
Luego, use el Teorema de la divergencia para calcular el volumen del sélido limitado por S.
Sugerencia: Considera el campo F = z k.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios 4.7.1 presiona aqui ”
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Apéndice A

Soluciones de los Ejercicios

Para volver a los ejercicios del capitulo y seccion respectiva, presiona sobre el trio de niimeros

en rojo correspondiente.

Soluciones de los Ejercicios 1.1.1
Lo
11) 5 (6 —3)
13
b —
) 15
) 1. O

Soluciones de los Ejercicios 1.1.2

_ 4m? cos(2ma) _ 2(cos(27z) + 2mx sen(2mx) — 1)
B x a3

1. a) F'(x)

sen x 1 9 1
b) Fl(z)=1- —+ (1 - 1:2) In(1+ 2%) + <x2 cosz) In(1+ xsenx)

2. —. O

Soluciones de los Ejercicios 1.2.1

Soluciones de los Ejercicios 2.1.1

1. No
2. 5. O
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Soluciones de los Ejercicios 2.2.1

1 e
l.//f(x,y)dxdy
0 ey
1 40 1 ,/I—z2
2. a)/ / f(w7y)dydx+/ / f(z,y)dydx
V1i—z2
V2=z2? a:2 V2—x2?
fz,y)dy da+

b) / 1+f/ . mzf(x Y dydx—!—/\/T/l . /\/T/2 f(z,y)dydz

—io+3 **ZJFz
c) / / f(m,y)dyder/ / (z,y)dy dx
—2J—=x

Soluciones de los Ejercicios 2.2.2

729

2

1

2. — 2
167Tabc
T

3. —. O
32

1.

Soluciones de los Ejercicios 2.3.1

1. 2
3ra’s
80
e -1

2.

%
5. a)
0 S = 5 (041 —0F) (- =)
) =

N
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Soluciones de los Ejercicios 2.3.2

1. 6
2. %(l—e_az)
3.7
4 =0
12

Soluciones de los Ejercicios 2.3.3

1. 0
, i

Wl oy

Soluciones de los Ejercicios 2.3.4

4

1. Zw(z—l)
Ta

2. 4T
7r

3. ?

4. TR O

Soluciones de los Ejercicios 2.4.1

1. Converge sip > 2

3
2. I% = 2rarcsenh(1), I; = 2. Converge si ¢ < 3 O

Soluciones de los Ejercicios 3.2.1

1. Usa apropiadas coordenadas polares generalizadas

2. Desde la ecuacién del plano: z = = + y, reemplaza ahora en la ecuacién de la esfera y complete
cuadrados de binomio. Usa coordenadas polares

3. Comienza parametrizando el cilindro, y luego usa esta parametrizaciéon para determinar z, en térmi-

nos de este pardmetro, en la ecuacioén de la esfera.

4. - 0O
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Soluciones de los Ejercicios 3.2.2
1. a) l(y / V(f )2 dt

b) £(y /\/ (f'())? dz
0) Uy )—13\/73—16\[

2 = [ (2)

b) (y) = 24

3. £(7) =V2+In(1+v?2)
4. a) l(y)=5

b) ) = f
9= 1A <\/7 \/7>
5. (y) = 1.

Soluciones de los Ejercicios 3.3.1

2p
1@ T«

dr .
by k(t)=0 & E(t) =0 < T(t)=cte € R? y unitario
dF 3 . .
& E(t) = cte € R” y unitario
& 7t) =

& la curva es una recta

« STy () (v'< V() +o(t) L

dr
dt

)

(a1t+b1,a2t+b2,a3t+b3) A H(al,ag,ag)H =1

z(t) =art, y(t) =axt+by, 2(t)=azt+bs.
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dB 1 ||dT
c) 7(t)=0 A K(t) =cte < E(t) =0 (Frenet-Serret) A k(t) = ) Hdt(t)H = cte
& Bt)=cteeR® A k(t) =cte € R.
Ahora, sea +y la circunferencia dada por 7(6) = (a cos§,a sen 6, 0). Entonces:
Loy di, _jar B
(0) = a(@) = (—asenf,a cosf,0) A wv(d)= ‘ dG(G)H =a.
Luego,
T(9) = (—senf,cos6,0) A r(6) = ﬁ . Hg(@)” = 2 =cte € R.
Por otra parte,
dr
. 0
N(6) = d(f( ) = (—cosf,—senb,0).
1 (o)
|4
Luego,
BO)=T®)x N(§) = | —senf cosf 0 |=(0,0,1) = cte € R?,
—cosf —senf 0

y por el Teorema 3.3.5, no queda més que la curva sea una circunferencia.

d) 7(t) = cte € Ry k(t) = cte € R implica (por el teorema) que la curva es una hélice, pues en ese

.. 21h .. (27)2%a
caso la torsién es constante: ——————y la curvatura también: oo e T3
(2wa)? 4+ h? (2ra)?2 + h

3. R=+/2csc(2t).
4. 12a(x — 8a) + 4b(y — 4b) + ¢(z — 2¢) = 0.

5. a) d(t) = (8t,—6t), ||T(t)]| = 10t, @(t) = (8, —6).

b) k=0,7=0.

c) Se trata de unarecta. [J
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Soluciones de los Ejercicios 3.4.1

2
3. /(1‘2 +y? +2%)ds = gw(3a2 + 47%b%)\/ a? + b2
v

2
4./zds: A 100v/38 — 72 — 17 In 25+ 4v38 . O
y 256/2 17

Soluciones de los Ejercicios 3.5.1

a® a? —b?
1. M:2b b—‘rﬁamsen T

(V)
o)
=

i)
S~—

\
7N\
‘»-b
=)
i
Q
I
Q
~

5. 10:§a3
5v5—1

. M= O

6 12

Soluciones de los Ejercicios 3.6.1

1. /FodF:§
. 3

1
2. En ambos casos, 4) y b), se obtiene / zy? de + 2%y dy = 3
¥
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1
3. %7(d:ﬁ+dy) =0
5 |zl + 1yl

4. /F~dF:74
Y

5. /(:cz+y)d:c+(y2+z)dy+(22+x)dz:
8!

Soluciones de los Ejercicios 3.7.1

14
1. W=—-——
15
1
2. W=—
35

3. La circulacion es 2v/2 ma? sen (% — a)

29
4. El fluj —
ujo es =5

3
5. Elflujo es —%. O

Soluciones de los Ejercicios 3.8.1
(2,3,-4) 643
1./ zdr+y?dy — 23dz = ——
(LL,1) 12
” /(‘”’bQ’CZ) zdr+ydy + zdz

(

anbi,e) VT2 oy + 22

=Ry — Iy

3. Sugerencia: Procede como en Ejemplo 3.8.6

4. La funcion potencial es f(z,y,2) = 4y + y? senz + x2> + 2z para cada (z,y,2) € R?

Y

- O

Soluciones de los Ejercicios 3.9.1

1
1. W=_—
30

2. fﬁdf:fﬁw
Y

(

(z —a)® +y?
(
)

44+

4

. En ambos casos, 4) y b), se obtiene /(696 + 2y%) dx + (day — 22) dy — 2yzdz = 39
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4. A=mab
5. A=3a’T.
6. j{e_(m2_y2)(cos(2xy) dz + sen(2zy) dy) =0
8!
ot 2,3
1
——.
b) 1

Soluciones de los Ejercicios 4.1.1

. La frontera es la circunferencia en R? descrita por: 2% + y> =1 A 2z = 1.
. No posee frontera.
. Esregular en R? \ {(0,0,0)}. El plano pedido es z = 2z — 1.
182 — 4y — z = 13.
a) Helicoide de dos vueltas
b) = iﬁ(sen 0, cosb,r)
¢) bx —ay+ (a® +b*)z = (a® +b*)c
d) Considera (a,b,c) = (ro cos by, ro senbp, bp). El segmento de recta seria {(r cos 6y, rsen by, 0y) €
R3:0 < r <1} € S. Luego, representando la recta como {(a t,bt,c) ER3:0<t < az—ilﬂ} y

S R S

sustituyendo en c) se concluye que pertenece al plano tangente en (a, b, c).
6. a) ©:[0,27] x R — R3, (6, 2) — D(25+ 22) cos b, (25 + 22) sen b, 2).

b) = \/ﬁ (cosf,senf, —2z)
¢) ay+by =25
d) Sugerencia: Reemplaza en la ecuacionde Syenc). O

Soluciones de los Ejercicios 4.1.2
1. %(5\/5 —1)
2. 27(2 —V2)

h? 27ra\/w
oA (T 4
347r<h —|—(h)+n >

b b
4 A(Rf):27r/ f(x),/1+(f/(x))2dmyA(sf):27r/ 1T (F@)ide. O

2ra 2ma
=% 1 bl Y
W + +(h)

Soluciones de los Ejercicios 4.3.1
s
1. F(t)= —(3-1%)
F(t) = 723 )

2. I, — I, = (47 — 2V/3)a*
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3. ma?

.\ _[a 16
4' ($,y,Z)— <2701 97Ta>
5. a) 40q*
2 .
b) TR (R(R+h)2+3h=‘). O

Soluciones de los Ejercicios 4.5.1

L2
12
2. 3w
27
3. —
4
4.  qa) 4
€0
b) 7

260
5. m. Sugerencia: Realiza este ejercicio con una parametrizacién cartesiana (rectangular), luego con
una cilindrica, y finalmente con una esférica. Compara sus desarrollos. [J

Soluciones de los Ejercicios 4.6.1

0
—167
—T

47

NS e

Soluciones de los Ejercicios 4.7.1

1. a0
b) 27«

) —

2. a)
by -«

c) -7
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21
3. Eﬂ'
31
8
5. Considera la siguiente parametrizacién de S: B(6,¢) = (cos ¢ cos b, cos psen b, sen(2¢)), con (6, ¢) €

[0,27] x [-Z, Z]. El Volumen es %2 O
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